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Wartos$ci dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego N(0,1):

Uwagi

X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x)
0,01 0,503989 0,41 0,659097 0,81 0,79103 1,21 0,886861 1,61 0,946301 2,01 0,977784 2,41 0,992024
0,02 0,507978 0,42 0,662757 0,82 0,793892 1,22 0,888768 1,62 0,947384 2,02 0,978308 2,42 0,99224
0,03 0,511966 0,43 0,666402 0,83 0,796731 1,23 0,890651 1,63 0,948449 2,03 0,978822 2,43 0,992451
0,04 0,515953 0,44 0,670031 0,84 0,799546 1,24 0,892512 1,64 0,949497 2,04 0,979325 2,44 0,992656
0,05 0,519939 0,45 0,673645 0,85 0,802337 1,25 0,89435 1,65 0,950529 2,05 0,979818 2,45 0,992857
0,06 0,523922 0,46 0,677242 0,86 0,805105 1,26 0,896165 1,66 0,951543 2,06 0,980301 2,46 0,993053
0,07 0,527903 0,47 0,680822 0,87 0,80785 1,27 0,897958 1,67 0,95254 2,07 0,980774 2,47 0,993244
0,08 0,531881 0,48 0,684386 0,88 0,81057 1,28 0,899727 1,68 0,953521 2,08 0,981237 2,48 0,993431
0,09 0,535856 0,49 0,687933 0,89 0,813267 1,29 0,901475 1,69 0,954486 2,09 0,981691 2,49 0,993613
0,1 0,539828 0,5 0,691462 0,9 0,81594 13 0,9032 1,7 0,955435 2,1 0,982136 2,5 0,99379
0,11 0,543795 0,51 0,694974 0,91 0,818589 1,31 0,904902 1,71 0,956367 2,11 0,982571 2,51 0,993963
0,12 0,547758 0,52 0,698468 0,92 0,821214 1,32 0,906582 1,72 0,957284 2,12 0,982997 2,52 0,994132
0,13 0,551717 0,53 0,701944 0,93 0,823814 1,33 0,908241 1,73 0,958185 2,13 0,983414 2,53 0,994297
0,14 0,55567 0,54 0,705401 0,94 0,826391 1,34 0,909877 1,74 0,95907 2,14 0,983823 2,54 0,994457
0,15 0,559618 0,55 0,70884 0,95 0,828944 1,35 0,911492 1,75 0,959941 2,15 0,984222 2,55 0,994614
0,16 0,563559 0,56 0,71226 0,96 0,831472 1,36 0,913085 1,76 0,960796 2,16 0,984614 2,56 0,994766
0,17 0,567495 0,57 0,715661 0,97 0,833977 1,37 0,914657 1,77 0,961636 2,17 0,984997 2,57 0,994915
0,18 0,571424 0,58 0,719043 0,98 0,836457 1,38 0,916207 1,78 0,962462 2,18 0,985371 2,58 0,99506
0,19 0,575345 0,59 0,722405 0,99 0,838913 1,39 0,917736 1,79 0,963273 2,19 0,985738 2,59 0,995201
0,2 0,57926 0,6 0,725747 1 0,841345 14 0,919243 1,8 0,96407 2,2 0,986097 2,6 0,995339
0,21 0,583166 0,61 0,729069 1,01 0,843752 1,41 0,92073 1,81 0,964852 2,21 0,986447 2,61 0,995473
0,22 0,587064 0,62 0,732371 1,02 0,846136 1,42 0,922196 1,82 0,96562 2,22 0,986791 2,62 0,995604
0,23 0,590954 0,63 0,735653 1,03 0,848495 1,43 0,923641 1,83 0,966375 2,23 0,987126 2,63 0,995731
0,24 0,594835 0,64 0,738914 1,04 0,85083 1,44 0,925066 1,84 0,967116 2,24 0,987455 2,64 0,995855
0,25 0,598706 0,65 0,742154 1,05 0,853141 1,45 0,926471 1,85 0,967843 2,25 0,987776 2,65 0,995975
0,26 0,602568 0,66 0,745373 1,06 0,855428 1,46 0,927855 1,86 0,968557 2,26 0,988089 2,66 0,996093
0,27 0,60642 0,67 0,748571 1,07 0,85769 1,47 0,929219 1,87 0,969258 2,27 0,988396 2,67 0,996207
0,28 0,610261 0,68 0,751748 1,08 0,859929 1,48 0,930563 1,88 0,969946 2,28 0,988696 2,68 0,996319
0,29 0,614092 0,69 0,754903 1,09 0,862143 1,49 0,931888 1,89 0,970621 2,29 0,988989 2,69 0,996427
0,3 0,617911 0,7 0,758036 11 0,864334 15 0,933193 19 0,971283 2,3 0,989276 2,7 0,996533
0,31 0,62172 0,71 0,761148 1,11 0,8665 1,51 0,934478 1,91 0,971933 2,31 0,989556 2,71 0,996636
0,32 0,625516 0,72 0,764238 1,12 0,868643 1,52 0,935745 1,92 0,972571 2,32 0,98983 2,72 0,996736
0,33 0,6293 0,73 0,767305 1,13 0,870762 1,53 0,936992 1,93 0,973197 2,33 0,990097 2,73 0,996833
0,34 0,633072 0,74 0,77035 1,14 0,872857 1,54 0,93822 1,94 0,97381 2,34 0,990358 2,74 0,996928
0,35 0,636831 0,75 0,773373 1,15 0,874928 1,55 0,939429 1,95 0,974412 2,35 0,990613 2,75 0,99702
0,36 0,640576 0,76 0,776373 1,16 0,876976 1,56 0,94062 1,96 0,975002 2,36 0,990863 2,76 0,99711
0,37 0,644309 0,77 0,77935 1,17 0,879 1,57 0,941792 1,97 0,975581 2,37 0,991106 2,77 0,997197
0,38 0,648027 0,78 0,782305 1,18 0,881 1,58 0,942947 1,98 0,976148 2,38 0,991344 2,78 0,997282
0,39 0,651732 0,79 0,785236 1,19 0,882977 1,59 0,944083 1,99 0,976705 2,39 0,991576 2,79 0,997365
0,4 0,655422 0,8 0,788145 1,2 0,88493 1,6 0,945201 2 0,97725 2,4 0,991802 2,8 0,997445
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Zadanie 1.

Dysponujemy nast¢pujgcymi danymi dla akcji spotki A. Dla historycznych okresow 1-5:

Okres 1 2 3 4 5
Stopa wolna od ryzyka 1% 1.5% 1% 1.5% 2%
Stopa zwrotu z akcji spotki A 5% 8% 2% 3.5% 6%
Dla przysztego okresu 6:
Wspotczynnik beta dla akceji spotki A 1.25
Oczekiwana stopa zwrotu z portfela 5%
rynkowego na rynku, na ktorym
handlowane sg akcje spotki A

Stopa wolna od ryzyka 2%

a) Zapisz rownanie w modelu CAPM i wyjasnij jego skltadowe, w szczegdlnosci
wskaz w jaki sposob prognoza premii za ryzyko dla akcji uwzglednia ryzyko
systematyczne i niesystematyczne, na jakie narazona jest akcja (2p),

b) Wyznacz premig¢ za ryzyko dla akcji spotki A zgodnie z modelem CAPM (1p),

c) Wyznacz premig¢ za ryzyko dla akeji spotki A w oparciu o historyczne obserwacje
(Ip),

d) Wyjasnij réznice pomigdzy historical risk premium 1 expected risk premium.
Wskaz kiedy nie nalezy korzysta¢ z historycznej premii za ryzyko do prognozy
premii za ryzyko oczekiwanej w przysztym okresie (1p).

Odpowiedzi:

a) Rownanie, stanowigce podstawe modelu CAPM, dla kluczowych zmiennych

losowych jest postaci:
Razrf+,8*(Rm—rf)+s,

gdzie R, jest zmienng losowa opisujaca stope zwrotu z akcji, R,, — zmienng
losowa opisujaca stope zwrotu z portfela rynkowego 1 jednoczes$nie zmienng
losowa opisujaca ryzyko systematyczne, € —niezalezng zmienng losowa opisujaca
ryzyko niesystematyczne dla akcji. Gdy policzymy warto$¢ oczekiwana,
dostajemy:

E[Ry] — 17 = B * (E[Rm] — 7).
Premia za ryzyko uwzglednia wigc ryzyko systematyczne, ale nie uwzglednia
ryzyka niesystematycznego, ktére, zgodnie z modelem CAPM, mozemy
zdywersyfikowac.

b) Dostajemy: 1.25%(5%-2%) = 3.75 pp.
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c¢) Stosujac klasyczny estymator wartosci oczekiwanej, dostajemy:

5%—1%+8%—1.5%+2%—-1%+3.5%—1.5%+6%—2%
5

= 3.50 pp.

d) Historyczna premia za ryzyko szacowana jest w oparciu o stopy zwrotu
zaobserwowane w poprzednich okresach na rynku finansowym. Oczekiwana
premia za ryzyko opisuje oczekiwania inwestoréw co do przysztych stop zwrotu
na rynku finansowym. Nie powinni$my korzysta¢ z historycznych premii za
ryzyko, np. gdy wiemy, ze sytuacja na rynku zmieni si¢ w poréwnaniu do okresow
przesztych, np. w wyniku zmian strukturalnych na rynku.

Przyktadowa literatura: Rozdzial 5.2 w “Financial Markets Theory: Equilibrium,
Efficiency and Information”, 2" edition - E. Barucci, C. Fontana, Springer, 2017, oraz
Rozdziat 14.2.3 w “Financial Enterprise Risk Management”, 2"¢ edition - P. Sweeting,
Cambridge, 2017.

! Osoby, ktore wyznaczaty premie za ryzyko (ich realizacje) dla poszczegodlnych
lat, takze dostawatly 1p (w oryginalnym arkuszu pojawito si¢ pytanie o ,,premie za
ryzyko”, a nie ,,premi¢ za ryzyko”, co mogto sugerowac liczbe mnoga).
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Zadanie 2.

e Wymien moduly ryzyka w Formule Standardowej w rezimie Wyplacalno$¢ 11

(Ip),
e Dla dwéch wybranych modutow, opisz krétko dwa podmoduty ryzyka (4p).

Przyktadowa literatura: ROZPORZADZENIE DELEGOWANE KOMISJI (UE) 2015/35 z
dnia 10 pazdziernika 2014 r. uzupetniajqce dyrektywe Parlamentu Europejskiego i Rady
2009/138/WE w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalnosci ubezpieczeniowej i
reasekuracyjnej (Wyptacalnosé Il).
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Zadanie 3.

Rozwazamy 5-letnie ubezpieczenie z funduszem inwestycyjnym ze sktadka jednorazowsg
1 gwarancja minimalnego $wiadczenia zwigzanego z dozyciem konca trwania
ubezpieczenia. Pomijamy w tym zadaniu $wiadczenie w wyniku zgonu. W momencie =0
ubezpieczony wptaca sktadke w wysokos¢ 100 PLN i ubezpieczyciel pobiera oplate w
wysokosci 100*x% PLN w celu zabezpieczenia gwarancji minimalnego $wiadczenia
zwigzanego z dozyciem. Sktadka w wysokos$ci 100*(1-x%) PLN wptacana jest na
fundusz, ktéorego dynamika opisana jest geometrycznym ruchem Browna zgodnie ze
wzorem:

dS(t) = aS(t)dt + bS(t)dW (1),

gdzie a = 10%, b = 15%. Zwroty z funduszu determinujag warto$¢ rachunku w
ubezpieczeniu. Na koncu kazdego roku, z rachunku pobierana jest przez ubezpieczyciela
optata administracyjna w wysokosci 1% wartos$ci rachunku, ktoéra zwigzana jest z
kosztami prowadzenia rachunku. W momencie konca trwania umowy, jezeli
ubezpieczony przezyje, ubezpieczyciel wyptaca ubezpieczonemu wickszg z wartosci:
warto$¢ rachunku lub 105% sktadki wptaconej na fundusz (sktadki po potraceniu wstgpne;j
oplaty). Prawdopodobienstwo $miertelno$ci wynosi 2% rocznie w calym okresie trwania
ubezpieczenia, zgodnie z najlepszym oszacowaniem aktuariusza. Na rynku finansowym
obserwujemy plaska strukturg terminow3 i stopa wolna od ryzyka wynosi 5% w okresie
rocznym. Ryzyko $miertelno$ci jest niezalezne od ryzyka finansowego i jest w pelni
dywersyfikowalne w portfelu. Opcje kwotowane na rynku finansowym wyceniane sg
zgodnie z modelem Blacka-Scholesa. Na rynku finansowym dost¢gpne sg rachunek
bankowy wolny od ryzyka, obligacje wolne od ryzyka o dowolnym terminie wykupu oraz
fundusz. Nie ma ograniczen w handlu na rynku finansowym.

a) Wyznacz warto$¢ gwarancji w rezimie Wyptacalno§¢ II przy zatozeniu, ze
ubezpieczyciel pobiera oplate w wysokosci x=10%. Wyjasnij swoje obliczenia
odwotujac si¢ do zasad wyceny zobowigzan w rezimie Wyptacalnos¢ II (2p),

b) Wyznacz warto$¢ x, przy ktorej wartos¢ gwarancji pokrywa si¢ z pobrang optata
(Ip),

c) Zinterpretuj gwarancj¢ jako instrument finansowy 1 zaproponuj strategi¢
zabezpieczajagca gwarancje, ktorg powinien zastosowaé ubezpieczyciel (w
powyzszym modelu w czasie ciagglym), w przypadku pobrania oplaty w wysokosci
ustalonej w punkcie b) (2p).

Wskazéwka: wzor Blacka Scholesa dla opcji put:

Cena opcji put = —N(—d;)S(0) + N(—d,)Ke™ T,
Delta opcji put = —N(—d,),

1 S0 z
dq =U\/T(log< §)>+(r+%>T>, d, = d, — oVT.
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Odpowiedzi:

a)

b)

Zatozmy, ze S(0)=1. Wtedy S(T) opisuje stopg zwrotu z funduszu w catym okresie
trwania umowy. Warto$¢ rachunku F w momencie 7 dana jest wzorem:

F(T)=F@0)*S(T)* (1 —-p)T, F(0) = Sktadka * (1 — x),
gdzie p oznacza oplate pobierang z rachunku. Gwarancja ma postac:

H = Ns*max(F(0)*(1+ g) — F(T);0)
= N*max(F(0) * (1+ g) — F(0) = S(T) * (1 —p)7,0)
+
=(1-x) *Sk%adka*N*(l—p)T*max<(1 7 S(T),O),
gdzie g oznacza gwarantowang stope zwrotu w calym okresie ubezpieczenia i N
opisuje losowg liczbe 0s6b dozywajacych konca umowy.

Niech N oznacza oczekiwang liczbe 0séb dozywajacych kofica trwania umowy.
Poniewaz ryzyko $miertelnosci jest niezalezne od ryzyka finansowego i jest
dywersyfikowalne w portfelu, mozemy interpretowa¢ wyptate z gwarancji jako
wyptate z (1 — x) * Sktadka * N * (1 — p)” jednostek opcji put na akcje S z
terminem wykonania 7'i ceng wykonania: (1 + g)/(1 — p)7.

Wykorzystujac wzor Blacka-Scholesa, wartos¢ 1 jednostki opcji put przy
parametrach:

1+5%

=1 1+ 0.05),0 = 0.15, T =5, = —_—
r = log(1 + ),0 (1= 1%)s

s(0) =1,

jest rowna 0.0680. Dla x=10%, warto$¢ gwarancji wynosi (1 — 10%) *
100 * 0.985 * (1 — 1%)5 * 0.0680 = 5.2636. Zgodnie z rezimem Wyplacalno$é
II, warto$¢ gwarancji jest rbwna cenie instrumentu, ktéorego wyptata moze by¢
zreplikowana poprzez instrumenty dostepne na rynku.

Gwarancja moze by¢ sfinansowana z pobranej oplaty, jezeli zachodzi warunek:
x*100 = (1 —x) * 100 * 0.98% * (1 — 1%)° * 0.0680,

ktory oznacza, ze pobrana optata jest rowna wartos$ci gwarancji. Rozwigzujac
roéwnanie, dostajemy x = 5.5253%.

Wiemy, ze wyplata z opcji put moze by¢ replikowana strategia delta-hedgingowa
na rynku zupelnym typu Blacka-Scholesa. Rynek w naszym zadaniu jest zupelny
poniewaz zaktadamy, ze ryzyko $miertelnosci jest dywersyfikowalne. Liczba akcji
funduszu S, ktora powinien posiada¢ ubezpieczyciel w chwili t € [0, T] w portfelu
replikujacym, jest wigc dana wzorem:

—N(=dy;) * (1 — x) = Sktadka * N * (1 — p)T,
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gdzie

e = 7= (108 (50) + (r+ 5) - 0)

Reszta §rodkéw powinna by¢ zainwestowana w rachunek wolny od ryzyka. Z

punktu b) wiemy, ze pobrana optata finansuje cen¢ poczatkowa zakupu portfela
replikujacego.

Przykladowa literatura: Rozdziaty 18.2 i 20.5 w “Actuarial Finance — Derivatives,
Quantitative Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019;
oraz art. 75-79 w DYREKTYWA PARLAMENTU EUROPEJSKIEGO [ RADY
2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w sprawie podejmowania i prowadzenia
dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyptacalnosé Il).
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Zadanie 4.

Rozwazamy uproszczony model wewngtrzny w rezimie Wyptacalno$¢ I, w ktéorym
rozwazamy wylacznie ryzyko rezerw pochodzace z poprzedniego roku szkodowego.
Stosujemy model Incremental Loss Ratio, w ktorym inkrementalne wyptaty (X;, i =
1, ...,n), w kolejnych latach kalendarzowych i, opisane sag wzorem: X; = E * Y}, gdzie
E = 100 PLN oznacza sktadke zarobiong w poprzednim roku szkodowym, Y;~N (u;, 67)
sg niezalezne oraz

Rok kalendarzowy i Wi o;
1 0.40 0.1
2 0.20 0.05
3 0.10 0.03

Podane oszacowania (u;, 07) s3 oszacowaniami best estimate parametrow rozktadow
szkod na poczatku pierwszego roku kalendarzowego. Zaktadamy, ze roczna stopa wolna
od ryzyka wynosi 0%.

a)

b)

Wyznacz wymog kapitatlowy na najblizszy rok kalendarzowy dla ryzyka rezerw
w powyzszym modelu wewnetrznym w rezimie Wyptacalno$¢ Il zaktadajac, ze
aktuariusz nie zmieni oszacowan parametréw rozkltadéw szkod na koniec
pierwszego roku. Zapisz 1 uzasadnij stratg, ktorej ryzyko oceniasz, oraz miare¢
ryzyka, ktora zastosujesz (2p),

O ile zmieni si¢ wymog kapitatowy wyznaczony w punkcie a), wyznacz nowy
wymog kapitatowy, jezeli przyjmiemy zatozenie, Zze estymator p, jest zmienng
losowg p,~N(0.2,0.022) skorelowang z obserwacja Y; na poziomie 0.85 i
(Y1, #) maja faczny rozktad normalny, co oznacza, ze aktuariusz dokonuje
rewizji oszacowan parametréw rozktadoéw szkéd na koniec pierwszego roku
w oparciu o szkody zaobserwowane w tymze roku (2p),

Rozwazmy scenariusz: szkody wyptacone w najblizszym roku kalendarzowym
wyniosty 50 PLN, wartos$¢ rezerw na przyszte niewyplacone szkody na koncu roku
wyniosta 40 PLN. Wyznacz zmian¢ $rodkéw wilasnych dla ryzyka rezerw
(analizujemy zmian¢ najlepszego oszacowania szkody ostatecznej) w tym
scenariuszu i zdekomponuj te zmiany na dwa efekty wskazane w punktach a) i b)

(1p).

Wskazowka: Jezeli (P, Q) maja taczny rozktad normalny to zachodzi

o
P =pup +,0£(Q _MQ)-I'\mGP&

gdzie e~N(0,1) i jest niezalezne od Q.

11
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Odpowiedzi:

a)

b)

Niech Exp = 100 oznacza sktadke zarobiong. (C; i =0,..,n) oznacza
skumulowane wyptaty w latach kalendarzowych, gdzie C, oznacz ptatnosci
dokonane w poprzednich latach kalendarzowych. Strat¢ w najblizszym roku
kalendarzowym definiujemy jako zmian¢ oszacowania szkody ostatecznej w
horyzoncie jednego roku:

L, = E[C,, — Cylmoment 1] — E[C,, — Cylmoment 0]
=E[Y3, Exp = Y; |moment 1] — E[X}_, Exp * Y; |[moment 0],

gdzie E[.|moment i] oznacza warunkowg warto$¢ oczekiwang na moment i
(informacja na moment i zawiera informacje na temat wysokosci wyptat do
zakonczenia i-tego roku kalendarzowego).

W sytuacji, gdy aktuariusz nie zmienia swoich oszacowan w oparciu o obserwacje
Y;, dostajemy:

L, = Exp * (Y; — u;)~N(0,100% = 0.12).
Wyznaczamy wymog kapitatlowy:
VaR0_995(L1) S 2.5758 * 100 * 0.1 == 25.7583.

W sytuacji, gdy aktuariusz zmienia swoje oszacowanie [, W oparciu o obserwacje
Y;, korzystamy z rozkltadu warunkowego u,|Y; podanego we wskazowece.
Wyznaczamy:

E[Y}_, Exp * Y;|moment 1] = E[Z}_, Exp * Y; |Y]
= Exp * (Y1 + E[Y,|Y1] + u3) = Exp * Yy + E[E[Y2|Y1'Il2]|y1] + u3)
Exp = (Y, + E[.U2|Y1(}2+ Uz) =
= Exp * (Yl + 0.2 + 0.85 * 6 1 (Y, —0.4) + o.1>

0.02\2
~N(100 * (0.4 + 0.2 + 0.1),1002 * 0.12 * (1 + 0.85 * 1 ) ).

Wykorzystujac definicje straty z punktu a), dostajemy:

L,~N(0,100% x 0.11702),
VaRgo0s(Ly) = 2.5758 * 100 * 0.1170 = 30.1372.

Wartos¢ rezerwy na moment i=0 wynosi 70. Oczekiwana warto$¢ rezerwy na
moment =/, gdzie warto$¢ oczekiwana liczona jest na moment i=0, wynosi 30.
Oczekiwana ptatnos¢ w najblizszym roku kalendarzowym wynosi 40.

Zgodnie z definicjg z punktu a), strata w ciggu najblizszego roku wynosi 50+40-
70=20, z czego 10 jest wynikiem nadwyzki zrealizowanych wyptaconych
$wiadczen w stosunku do oczekiwanych platnosci, oraz kolejne 10 jest wynikiem
zwigkszenia rezerwy w momencie i=/ w stosunku do oczekiwanej rezerwy.
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Przyktadowa literatura: “Claims run-off uncertainty: the full picture” - M. Merz, M. V.
Wiithrich, 2015.
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Zadanie 5.

Rozwazamy wytacznie ryzyko $miertelnosci dla jednorodnego portfela ubezpieczen na
zycie na koniec roku 2022. Portfel sktada si¢ ze 100 polis. Swiadczenie w wyniku zgonu
wynosi 10 PLN. Wartosci §wiadczen (przeptywdéw) w kolejnych latach kalendarzowych
zostaly zaprognozowane w nastepujacy sposob:

Rok kalendarzowy i Najlepsze oszacowania $§wiadczen
na koniec roku
2023 100 PLN
2024 60 PLN
2025 20 PLN

Na rynku finansowym obserwujemy ptaskg strukture terminowg i roczna stopa wolna od
ryzyka wynosi 0% - pomijamy wiec dyskontowanie przeplywow stopa wolng od ryzyka.
Wymog kapitatowy dla ryzyka $miertelnosci w rezimie Wyptacalnos¢ 11 wyznaczamy

zgodnie z podejSciem

scenariuszowym, w ktorym nastepuje trwaly wzrost

wspotczynnikow $miertelnosci o 15%.

a)

b)

Wyznacz wymog kapitatlowy dla ryzyka §miertelnosci w rezimie Wyptacalnos¢ I1
policzony na koniec 2022r. (2p),

Wyznacz warto$¢ zobowigzania w rezimie Wyptacalnos¢ II na koniec 2022r., w
tym wyznacz warto$¢ najlepszego oszacowania 1 margines ryzyka przy koszcie
kapitatu rownym 6%. Wyznaczajac margines ryzyka, wyznacz bezposrednio (bez
stosowania aproksymacji) projekcje przysztych wymogow kapitatowych (2p),
Wyznacz miar¢ EVA (Economic Value Added) w roku 2023, pomijajac podatki i
uwzgledniajac wylacznie ryzyko $miertelno$ci, przy zatozeniu, ze zmiana
srodkéw wiasnych (nadwyzka aktywoéw nad warto$¢ zobowigzan w rezimie
Wyptacalnos¢ 11) w roku 2023 wyniosta +20 PLN oraz udziatowcy zadajg stopy
zwrotu 6% na zaangazowanych S$rodkach rownych warto§ci wymogu
kapitatowego (1p).

Odpowiedzi:

a)

Wyznaczamy:

Rok
kalendarzowy
i

Oczekiwana
liczba zgondéw
W ciggu roku

Oczekiwana
liczba 0s6b na
koniec roku

Prawdopodobienstwo
best estimate zgonu w
ciggu roku

Prawdopodobienstwo
zgonu w ciggu roku po
zastosowaniu szoku
15%

2023

10

90

g1 = 10.00%

r, = 11.50%

2024

6

84

gz = 6.67%

r, =7.67%

2025

2

82

qs = 2.38%

T3 S 2.74%

Wyznaczajagc wymog kapitalowy analizujemy zmiang warto$ci zobowigzan z
pomini¢ciem marginesu ryzyka. Niech Q; oznacza warto$¢ zobowigzania na
poczatku roku kalendarzowego i przy prawdopodobienstwach best-estimate, R; -
oznacza warto$¢ zobowigzania na poczatku roku kalendarzowego i przy
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prawdopodobienstwach po zastosowaniu szoku. Wymog kapitalowy na rok
kalendarzowy i obliczamy jako SCR; = R; — Q;.

Wyznaczamy:

Q1 =10%100+(q; + (1 —q1) *q, + (1 — q1) * (1 — q2) * q3) = 180,
R1 = 10 * 100 * (7"1 + (1 - T'l) * 7"2 + (1 - T'l) * (1 - rz) * T'3) = 2052243,
SCR, =25.2243.

b) Wyznaczamy prognozy przysztych wymogow kapitatowych:

Q, =10%90* (g, + (1 — q2) * q3) = 80,
R, =10%90* (r, + (1 — 1) *1r3) =91.7535,
SCR, = 11.7535.

Q; =10 x84 x g3 = 20,
R; = 10 * 84 x 3 = 23,
SCR; =3.

Mozna zauwazy¢, w celu wykonania obliczen szybciej, ze QO jest suma przysztych
najlepszych oszacowan $wiadczen.

Margines ryzyka wynosi 6% * (25.2243 + 11.7535 + 3) = 2.3986. Wartos¢
zobowigzania na koniec 2022 roku wynosi 180.00+2.3986.

c) EVA =20-6%%25.2243 = 18.4865.

Przyktadowa literatura: Art. 137 w ROZPORZADZENIE DELEGOWANE KOMISJI (UE)
2015/35 z dnia 10 paZdziernika 2014 r. uzupetniajgce dyrektywe Parlamentu
Europejskiego i Rady 2009/138/WE w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalnosci
ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyptacalnos¢ Il); “A review of the risk margin —
Solvency II and beyond” - A. J. Pelkiewicz, S. W. Ahmed, P. Fulcher, K. L. Johnson, S.
M. Reynolds, R. J. Schneider and A. J. Scott, British Actuarial Journal 25, s. 1-72, 2020;
oraz “EVA/RAROC vs. MCEV Earnings: A Unification Approach”, C. Kraus, The Geneva
Papers on Risk and Insurance - Issues and Practice 38.
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Zadanie 6.

Rozwazamy dwie linie biznesowe, w ktorych wyznaczono jednoroczne oczekiwane zyski
na poziomie 50 i 85 oraz jednoroczne wymogi kapitalowe na poziomie 150 i 210.
Wspotczynnik korelacji Pearsona pomig¢dzy jednorocznymi stratami w liniach wynosi 0.5.
Wymogi kapitatowe dla poszczeg6lnych linii biznesowych zostaty wyznaczane zgodnie
z metoda czynnikowa, w ktérej] wymog kapitalowy jest rowny trzy razy odchylenie
standardowej jednorocznej straty w linii biznesowej. Stosujemy metod¢ agregacji ryzyka
z poziomu linii do poziomu spotki zgodnie z Formuta Standardows.

a) Wyznacz wymog kapitatowy dla obu linii tacznie (zdywersyfikowany kapitat dla
spotki) (1p),

b) Wyznacz alokacje Eulera zdywersyfikowanego kapitatu dla spotki do linii
biznesowych — wyprowadZ wzor na alokacje¢ bezposrednio z ogélnej definicji
alokacji Eulera (2p),

c) Wyznacz miary RORAC dla spéiki i linii biznesowych przy alokacji Eulera (1p),

d) Wskaz przewage alokacji Eulera nad innymi metodami alokacji kapitatu (1p).

Odpowiedzi:

a) Wyznaczamy zdywersyfikowany kapitat:

RC(L; +L,) = \/(150)2 + (210)? + 2 % 150 * 210 * 0.5 = 313.2092.

b) Zgodnie z alokacja Eulera, alokacja zdywersyfikowanego kapitatu wyznaczonego
zgodnie z miarg RC wyznaczana jest ze wzorem:

d
EC(LllL) = ERC(Ll + LZ + hLl)IhZO'

Rozwazmy miar¢ ryzyka RC rowng odchyleniu standardowemu. Wyznaczamy:

RC(Ly + Ly + hLy) = /(1 + h)20? + 62 + 2(1 + h)o,0,p,
EC(Ly|L) = 201920

,of+022+20102p

Wyznaczamy alokacje do linii pierwszej i drugiej:

cov(Ly, Ly + Ly) 502 + 50 * 70 * 0.5
EC(Ly|L) = 3 * =3x
SD(Ly + Ly) V502 + 702 +2 %5070 % 0.5
= 122.1229,
2 %k *
EC(L,|L) = 3 * cov(L,, Ly + L,) _ 2, 70+ 50«70 % 0.5
SD(Ly + L) V502 + 702 + 2 %50 % 70 % 0.5
= 191.0863.
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¢) Wyznaczamy miary RAROC:

50
RORACunia 4 = 1557559
85
RORACliniaB = 191 0863_,
135
RORACspoika = 37375007

d) Alokacja Eulera jest jedyng alokacja zgodna z miarg RORAC.

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 8.4 1 8.5 w “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,
2015.
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Zadanie 7.

Struktura lokat w portfelu inwestycyjnym spétki ubezpieczeniowej na koniec roku 2022

jest nastepujaca:
Lokaty Warto$¢ w PLN

Obligacje Skarbu Panstwa 410
Obligacje korporacyjne 35
Akcje spotek notowanych na gietdzie 105
w tym akcje spotek notowanych na 60

gieldach zagranicznych
Pozostale 225

a) Dla kazdej pozycji lokaty zdefiniuj jeden rodzaj ryzyka rynkowego, na ktore

narazona jest spotka (2p),

b) Wymég  kapitalowy dla ryzyka rynkowego  (systematycznego i
niesystematycznego) dla akcji wynosi 100 PLN. Limit ryzyka dla akcji zostat
ustalony na poziomie 80 PLN. Zaproponuj dwie potencjalne techniki redukc;ji
ryzyka dla akcji (2p),

c) Wyjasnij, czy ryzyko rynkowe dotyczy tylko aktywow, czy takze moze dotyczy¢
zobowigzan firmy ubezpieczeniowej (1p).

Odpowiedzi:
a) Przyktadowe rodzaje ryzyka rynkowego dla lokat:
Lokaty Ryzyko rynkowe
Obligacje Skarbu Panstwa Stopy procentowej
Obligacje korporacyjne Spreadu kredytowego
Akcje spotek notowanych na gietdzie Ceny akcji
w tym akcje spotek notowanych na Kursu walutowego
gieldach zagranicznych

b) Mozemy np. sprzeda¢ akcje, czyli zmniejszy¢ ekspozycje na ryzyko, lub
zdywersyfikowac¢ ekspozycje, zmieniajac sktad portfela akcyjnego.

¢) Ryzyko rynkowe moze dotyczy¢ zobowigzan ubezpieczeniowych, np. ryzyko

stopy procentowe;.

Przyktadowa literatura: ROZPORZADZENIE DELEGOWANE KOMISJI (UE) 2015/35 z

dnia 10 pazdziernika 2014 r. uzupetniajgce dyrektywe Parlamentu Europejskiego i Rady
2009/138/WE w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalnosci ubezpieczeniowej i
reasekuracyjnej (Wyplacalnos¢ 1l); oraz Rozdzialy 14 1 16.2 w “Financial Enterprise
Risk Management”, 2nd edition - P. Sweeting, Cambridge, 2017.
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Zadanie 8.

Rozwazamy model Mertona dla ryzyka kredytowego. Firmy A i1 B finansuja swojg
dziatalno$¢ emisja akcji i obligacji zero-kuponowych z terminem wykupu 7. Zmiany
warto$ci aktywow firmy A 1 B opisane sg rbwnaniami:

dv(t) = q;V(t)dt + b,V (t)dW;(t), i=A,B,

gdzie W;, W, sa ruchami Browna. Zapadalnos$¢ dtugu nastepuje w ciggu najblizszego roku
w chwili 7=1. Stopa wolna od ryzyka (intensywno$¢ oprocentowania) wynosi 3% w ciaggu
catego najblizszego roku. Dodatkowo:

Firma i A B
Biezaca warto$¢ aktywow 100 PLN 200 PLN
firmy V(0)
a 10% 5%
B 20% 15%
Nominalna warto$¢ dtugu 75 PLN 135 PLN
w momencie 7=/

a) Wyprowadz i wyznacz rzeczywiste prawdopodobienstwo defaultu dla firmy A w
ciggu roku (2p),

b) Zinterpretuj, w oparciu o wyprowadzony wzor w punkcie a), jak wyznaczone
prawdopodobienstwo defaultu zalezy od struktury finansowania dziatalnos$ci
firmy, jak zmieni si¢ prawdopodobienstwo defaultu, gdy zmieni si¢ nominalna
warto$¢ dtugu przy stalej biezacej wartosci aktywow (1p),

c) Wyznacz rzeczywiste prawdopodobienstwo, ze obie firmy zbankrutuja w ciagu
roku, przy zalozeniu, ze scenariusze bankructwa dla firmy A i B sg niezalezne
(Ip),

d) W jaki sposob wprowadzitby$ zalezno$ci pomigdzy scenariuszami bankructwa dla

firmy A 1 B w powyzszym modelu? (1p).

Wskazowka: rozwigzaniem stochastycznego rownania rozniczkowego jest proces V(t) =
_1y2 .
e THHIW® o qzie W (£)~N(0, t).

Odpowiedzi:

a)

Zgodnie z modelem Mertona, prawdopodobienstwo defaultu w okresie [0,T]
wyznaczamy zgodnie ze wzorem:

1
Pr(V(T) < K) =Pr (V(O)eaT_§b2T+bW(T) < K)
K 1,,
10g <V(0)_) —aT + ?b T

=Pr| W(T) < -
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b)

d)

K 1,
log(m>—aT+7b T

bNT ’

=

gdzie K oznacza nominalng warto$¢ dlugu w momencie 71 @ jest dystrybuanta
standardowego rozkladu normalnego. Podstawiajac wartosci parametrow dla
firmy A, otrzymujemy prawdopodobienstwo 3.30%

Mozna zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo defaultu jest rosnaca funkcja %. W

sytuacji, gdy zwigkszy si¢ warto§¢ nominalna dtugu przy statej biezacej wartosci
aktywow (relacja dlugu do akceji), prawdopodobienstwo defaultu zwigkszy sig.

Stosujac analogiczny wzér co w punkcie a), prawdopodobienstwo defaultu dla
firmy B wynosi 0.20%. Zakladajac niezalezno$¢ scenariuszy bankructwa,
dostajemy 0.01% jako prawdopodobienstwo, ze obie firmy zbankrutujg.

Mozemy wprowadzi¢ skorelowane ruchy Browna w dynamikach wartosci
aktywow firmy lub kopute dla brzegowych prawdopodobienstw bankructwa.

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 10.3, 10.4 i 14.5.3 w “Financial Enterprise Risk

Management”, 2nd edition - P. Sweeting, Cambridge, 2017.
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Zadanie 9.

Firma ubezpieczeniowa posiada zobowigzanie w wysokosci 300 w terminie zapadalnosci
réwnym 8 lat. Struktura terminowa stop procentowych wyznaczona jest w oparciu o dwie
stopy w terminach zapadalnosci 5 1 10 lat w wysokosci, odpowiednio, 3% 1 5%. Stopy w
pozostatych terminach zapadalno$ci, pomigdzy 5 1 10 lat, definiowane sg poprzez liniowa
aproksymacje stop z termindéw zapadalnosci 5 1 10 lat. Przyjmujemy, ze stopy sa stopami
spot oprocentowania cigglego. Zmiany stop w terminach 5 i 10 lat w okresie tygodnia

modelowane Y] przy pomocy tacznego rozktadu normalnego
(E)Z 05 . 1 .05
N ([O], 100 100 100 ) ). Ponizej =zaniedbujemy zmiany wartoSci
0l ]Jos 1 1
—*x—x% 0.5 (—)
100 100 100

zobowigzania zwigzane ze skréceniem terminu zapadalnosci.

a) Stosujac aproksymacje Taylora pierwszego rzedu wyznacz zmian¢ wartosci
zobowigzania w wyniku spadku stop procentowych w ciggu tygodnia w terminach
5110 lat 0 0.5 i 1 punktéw procentowych. Porownaj aproksymacj¢ Taylora z
doktadng zmiang warto$ci zobowigzania w tym scenariuszu (2p),

b) Stosujac aproksymacje Taylora pierwszego rzedu, wyznacz ryzyko zmiany
wartosci zobowigzania w horyzoncie jednego tygodnia zwigzane ze zmiang
warto$ci zobowigzania w wyniku zmian stop procentowych. Jako miarg ryzyka
zastosuj miar¢ Value-at-Risk na poziomie 99% (2p),

c) Stosujac aproksymacje Taylora pierwszego rz¢du , wyznacz przyktadowy reverse
stress scenario dla stop procentowych, ktéory doprowadzi do przekroczenia
wymogu wyznaczonego w punkcie b) (1p).

Odpowiedzi:

a) Stope¢ w chwili /=8 wyznaczamy jako:
rg=axrs+ (1 —a)ry,

gdzie 15 1179 0znaczajg stopy w terminach 518 latia = 2/5.

Warto$¢ zobowigzania dana jest wzorem P(r5,779) = 300 * e "8*"8, Dostajemy:
P(3%,5%) = 214.3869, P(2.5%,4%) = 228.5563.

Wzrost warto$ci zobowigzania wynosi 14.1693.

Stosujac aproksymacje Taylora pierwszego rzedu i podstawiajac hg =
—0.5pp, hyy = —1pp, dostajemy:

P(rs + hs, 119 + hyg) — P(r5,710) = P (75,710) * hs + B (75, 710) * hyo
= —8=x P(?”5,7”10) * (a * h5 + (1 - a) * th) = 13.7208.

b) Wiemy, ze a * hs + (1 — a) * hyo~N(0,0.00722). Wyznaczamy miare ryzyka:

8 % 214.3869 * 0.0072 x ®~1(0.99) = 28.7716.
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¢) Chcemy znalez¢ scenariusz dla zmian stop procentowych, przy ktoérym:
—8* P(rs,110) * (a*xhg + (1 —a) * hyy) > 28.7716,
Roéwnowaznie:

2 3

Mozemy zaproponowac hs < —1.5pp hyo < —2pp.

Przyktadowa literatura: Rozdzialy 20.3 1 20.4 w “Actuarial Finance — Derivatives,
Quantitative Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019;
oraz Rozdzial 3.5.6 w “Actuarial Aspects of ERM for Insurance Companies”, 2016.
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Zadanie 10.
Firma posiada program reasekuracji dziatajacy w nastgpujacej kolejnosci:

1) Reasekuracja kwotowa, w ramach, ktorej ubezpieczyciel odstepuje
reasekuratorowi 50% szkod,

2) Reasekuracj¢ nadwyzki szkody SMLN xs 1 MLN, z zachowkiem 1 mln PLN i
gormym limitem odpowiedzialno$ci reasekuratora 5 mln PLN. Reasekuracja
stosowana jest do nadwyzki szkody liczonej w stosunku do kazdego zdarzenia.

Pojawily si¢ dwie szkody: pierwsza w wysokosci 4 mln 1 druga - 12 min.

a) Wyznacz szkody netto, przy zalozeniu, ze program reasekuracji
nieproporcjonalnej nie posiada wznowien (2p),

b) Wyznacz szkody netto, przy zalozeniu, ze program reasekuracji
nieproporcjonalnej posiada jedno wznowienie (2p),

c) Wyjasnij, czy reasekurator zamierzajacy podpisa¢ nowa umowe nadwyzki szkody
(dla nowego ryzyka) jest narazony ryzyko negatywnej selekcji? W jaki sposéb
moze ograniczy¢ ryzyko negatywnej selekcji tworzac umowe¢ nadwyzki szkody
(1p).

Odpowiedzi:

a) Obliczamy:

Szkoda Reasekuracja Szkoda po Reasekuracja Szkoda netto
kwotowa reasekuracji nadwyzki szkody
kwotowej
4 mln 2 mln 2 mln 1 mln 1 mln
12 min 6 min 6 mln 4 min (poniewaz | 2min
wykorzystano 1
mln przy
pierwszej
szkodzie)
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b) Obliczamy:

Szkoda Reasekuracja Szkoda po Reasekuracja Szkoda netto
kwotowa reasekuracji nadwyzki szkody
kwotowej

4 mln 2 mln 2 mln 1 mln 1 mln
12 min 6 min 6 min 5 mln (poniewaz I min

limit zostat

wznowiony po

pierwszej szkodzie)

c) Reasekurator moze by¢ narazony na ryzyko negatywnej selekcji poniewaz
zazwyczaj ubezpieczyciel ceduje szkody najbardziej niebezpieczne, o ktorych
posiada najmniejsza informacje o potencjalnych wysokosciach szkod. W celu
ograniczenia ryzyka negatywnej selekcji, reasekurator powinien wprowadzi¢ limit
odpowiedzialno$ci w umowie reasekuracyjne;.

Przyktadowa literatura: Rozdzial 2 w “Reinsurance: Actuarial and Statistical Aspects” -
H. Albrecher, J. Beirlant, J. Teugels, Wiley,2017.
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