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Modelowanie

24.01.2023 r.

Uwagi

a) W prezentowanych wynikach separatorem dziesigtnym (znakiem dziesigtnym) jest

kropka ,, .”.

b) W prezentowanych wynikach oszacowan uogolnionych modeli liniowych (GLM):

e Residual deviance i Resid. Dev — oznacza dewiancj¢ oszacowanego modelu,
e Null deviance — oznacza dewiancj¢ modelu zerowego,
e Deviance — redukcj¢ dewiancji po dodaniu kolejnej zmiennej objasniajacej,

e Df — stopnie swobody,

e Sum Sq — suma kwadratow.

c) Warto$ci y2,, rozkladu chi-kwadrat speiajace warunek P(y* = x2.,) = a

a

v 0.99 0.95 0.90 0.48 0.49 0.50 0.10 0.05 0.01| 0.008| 0.007| 0.005
1 0.000{ 0.004| 0.016] 0.499| 0.477| 0.455| 2.706| 3.841| 6.635| 7.033] 7.273| 7.879
2 0.020{ 0.103| 0.211| 1.468| 1427 1.386| 4.605 5.991| 9.210| 9.657| 9.924| 10.597
3 0.115| 0.352| 0.584| 2.474| 2420 2366/ 6.251| 7.815| 11.345| 11.827| 12.115| 12.838
4 0.297| 0.711| 1.064| 3.486| 3.421| 3.357| 7.779| 9.488| 13.277| 13.789| 14.094| 14.860
S 0.554| 1.145| 1.610| 4.499| 4.425| 4.351| 9.236| 11.070| 15.086| 15.625| 15.946| 16.750
6 0.872| 1.635| 2.204| 5.512| 5.430| 5.348| 10.645| 12.592| 16.812| 17.375| 17.710| 18.548
7 1.239| 2.167| 2.833| 6.525| 6.435| 6.346| 12.017| 14.067| 18.475| 19.060| 19.408| 20.278
8 1.646| 2.733| 3.490| 7.537| 7.440| 7.344| 13.362| 15.507| 20.090| 20.696| 21.056| 21.955
9 2.088| 3.325| 4.168| 8.548| 8.445| 8.343| 14.684| 16.919| 21.666| 22.291| 22.663| 23.589
10 2.558| 3.940| 4.865| 9.559| 9.450| 9.342| 15.987| 18.307| 23.209| 23.853| 24.235| 25.188
11 3.053| 4.575| 5.578| 10.570| 10.455| 10.341| 17.275| 19.675| 24.725| 25.386| 25.779| 26.757
12 3.571| 5.226| 6.304| 11.580| 11.460| 11.340| 18.549| 21.026| 26.217| 26.895| 27.297| 28.300
13 4.107| 5.892| 7.042| 12.589| 12.464| 12.340| 19.812| 22.362| 27.688| 28.383| 28.794| 29.819
14 4.660| 6.571| 7.790| 13.599| 13.469| 13.339| 21.064| 23.685| 29.141| 29.851| 30.272| 31.319
15 5.229| 7.261| 8.547| 14.608| 14.473| 14.339| 22.307| 24.996| 30.578| 31.303| 31.732| 32.801
16 5.812| 7.962| 9.312| 15.617| 15.477| 15.338| 23.542| 26.296| 32.000| 32.740| 33.178| 34.267
17 6.408| 8.672| 10.085| 16.626| 16.481| 16.338| 24.769| 27.587| 33.409| 34.162| 34.609| 35.718
18 7.015| 9.390| 10.865| 17.634| 17.485| 17.338| 25.989| 28.869| 34.805| 35.573| 36.027| 37.156
19 7.633| 10.117| 11.651| 18.642| 18.489| 18.338| 27.204| 30.144| 36.191| 36.972| 37.434| 38.582
20 8.260{ 10.851| 12.443| 19.650| 19.493| 19.337| 28.412| 31.410| 37.566| 38.360| 38.830| 39.997
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Zadanie 1.

Wysokos$¢ pojedynczego roszczenia Y; w pewnym portfelu ubezpieczen AC modelowano
z uwzglednieniem dwoch zmiennych objasniajacych:
— CarAge.kat - wiek samochodu. Zmienna jako$ciowa przyjmujgca nastgpujace
kategorie: [0, 5], (5, 10]1i (10,100].
— Gas — rodzaj silnika. Zmienna jakoSciowa przyjmujgca nastgpujace kategorie:
Regular i Diesel.
Oszacowano dwa uogolnione modele liniowe, w ktorych uwzgledniono powyzsze
zmienne objasniajace 1 zalozono rozktad gamma dla Y;. Model M1, w ktérym nie
uwzgledniono interakcji miedzy zmiennymi CarAge.kat i Gas oraz M2, w ktoérym
uwzgledniono interakcje. W obydwu modelach przyjeto kanoniczng funkcje taczaca.
Uzyskano nastgpujace wyniki:
— Model M1 (bez interakc;ji)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 7.445e-04 9.683e-06 76.893 < 2e-16 ***
CarAge.kat(5,10] 2.867e-05 1.314e-05 2.183 0.029085 *
CarAge.kat(10,100] 7.396e-05 1.387e-05 5.332 9.83e-08 ***
GasRegular 4.219e-05 1.127e-05 3.745 0.000181 ***

Signif. codes: 0 “*** 0.001 “**' 0.01 “*’ 0.05°."0.1°"1
(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.7834687)

Null deviance: 11904 on 15866 degrees of freedom
Residual deviance: 11867 on 15863 degrees of freedom
AIC: 257024

— Model M2 (z interakcjg)
Coefficients:

Estimate  Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 7.590e-04 1.127e-05 67.337 < 2e-16 ***
CarAge.kat(5,10] 2.348e-05 1.744e-05 1.347 0.178
CarAge.kat(10,100] 1.988e-05 1.869e-05 1.063 0.288
GasRegular 7.362e-06 1.725e-05 0.427 0.669
CarAge.kat(5,10]:GasRegular 1.327e-05 2.648e-05 0.501 0.616
CarAge.kat(10,100]:GasRegular 1.143e-04 2.768e-05 4131 3.64e-05 ***

Signif. codes: 0 “***/0.001 ‘**’ 0.01 “*"0.05°”0.1°"1
(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.781385)

Null deviance: 11904 on 15866 degrees of freedom
Residual deviance: 11852 on 15861 degrees of freedom
AIC: 257007
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— Analiza dewiancji

Df Deviance Resid. Df  Resid. Dev F Pr(>F)
NULL 15866 11904
CarAge.kat 2 25.886 15864 11878 16.564 6.511e-08 ***
Gas 1 11.024 15863 11867 14.108 0.0001732 ***
CarAge.kat:Gas 2  14.606 15861 11852 ? 8.780e-05 ***

Signif. codes: 0 “*** 0.001 “**’ 0.01 *' 0.05°”0.1°"1

Wykorzystujac zbior testowy i model M1, dla kazdej klasy ryzyka (tj. kazdej kombinacji
kategorii zmiennej CarAge.kat i Gas) skonstruowano histogram wartosci Fg, (V) g,
gdzie: Fg, — oszacowana dystrybuanta rozktadu gamma odpowiadajgca klasie G;, yj g, —

wysokosci zanotowanych roszczen W klasie G;. Histogramy sa przedstawione na rysunku
1.1.

Rys.1.1.
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Na rysunku 1.2 przedstawiono analogiczne wykresy dla klasy (10,100]-Regular
skonstruowane z wykorzystaniem modelu M1 (z lewej strony) i Modelu M2 (z prawej
strony).
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Rys.1.2
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a) (1p.) Czy skonstruowane wykresy sg przydatne w ocenie jakosci oszacowanych
modeli? Odpowiedz uzasadnij!

b) (1p.) Uzasadnij dlaczego w analizie dewiancji wybrano test F. Oblicz brakujaca
warto$¢ statystyki F dla interakcji.

c) (2p.) Na podstawie podanych wynikow wybierz lepszy model. Wybor uzasadnij
odwotujac si¢ do wynikoéw analizy dewiancji i podanych wykresow.

d) (1p.) Wykorzystujac wybrany model, wyznacz prognoze wysokosci pojedynczego
roszczenia dla klasy: (10,100]-Regular.

Odpowiedzi

Tak.

W uzasadnieniu nalezato odwota¢ si¢ do faktu, Ze jezeli ciggta zmienna losowa X posiada
dystrybuante F, to F(X)~Uq 1), gdzie U 1y oznacza rozktad jednostajny na przedziale
(0,1).

W uzasadnieniu nalezalo wskaza¢, ze w testowanym modelu byt szacowany parametr
dyspersji.
Statystyka wyraza si¢ wzorem:
D007 —D(y:6%)
$(q - p)

gdzie:
D(y; 6° ) — dewiancja modelu o mniejszej liczbie parametrow p,

D(y; 0 Q) — dewiancja modelu o wigkszej liczbie parametrow g,
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~

¢ - oszacowanie parametru dyspersji modelu o wigkszej liczbie parametrow.

Stad (podstawiane warto$ci zaznaczono w tresci zadania na czerwono):

14.606

Odp. ¢)
Nalezato wskaza¢ model M2. Wynik testu F wskazuje, ze ma on lepsze zdolno$ci
predykcyjne, co potwierdza takze wykres na rysunku 1.2.

Odp. d)
Prognoza
P = ! = 110.44
Y = 0.000759 +0.00001988 + 0.000007362 + 0.0001143 '
Rozwigzanie:
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Zadanie 2.
Ubezpieczyciel chee zaoferowac swoim dotychczasowym klientom nowe ubezpieczenie
podrozy z ochrong Covid. Chcac dowiedzie¢ si¢, jaki wplyw miaty okreslone cechy
klienta na zawarcie ubezpieczenia podrdzy, aktuariusz na podstawie istniejacych danych
historycznych oszacowat dwa modele logistyczne: model A i model B. Zmienna zalezna
w tych modelach przyjmuje dwie wartosci: Y=1, gdy klient kupi ubezpieczenie oraz Y =0,
gdy nie kupi). Aktuariusz wzigt pod uwage nastepujace cechy:
— plec: Pte¢ klienta (K - kobieta, M — mezczyzna)
— zamieszkanie: Zamieszkanie klienta (Miasto, Wies)
— wiek: Wiek klienta (zmienna jako$ciowa przyjmujaca trzy kategorie: G1, G2, G3, przy
czym im wyzsza Kategoria, tym klienci sg starsi).

— dochod: Roczny dochdd klienta w tys. zt (zmienna ilosciowa).
Uzyskal nastepujace oszacowania:

— Model A

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -4.272412 0.300839 -14.202 < 2e-16 ***
plecM -1.182367 0.129969 -9.097 <2e-16 ***
zamieszkanieWies  -0.776746 0.115418 -6.730 1.7e-11 ***
wiekG2 0.375125 0.278850 1.345 0.179
wiekG3 1.508494 0.158664 9.507 < 2e-16 ***
dochod 0.043211 0.002582 16.734 < 2e-16 ***
Signif. codes: 0 “*** (0.001 “**' 0.01 “*’ 0.05‘"0.1°"1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 2402.7 on 1864 degrees of freedom
Residual deviance: 1894.8 on 1859 degrees of freedom
AIC: 1906.8
— Model B

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -3.627971 0.322008 -11.267 < 2e-16 ***
plecM -1.166195 0.131567 -8.864 < 2e-16 ***
zamieszkanieWies  -0.788570 0.116191 -6.787 1.15e-11 ***
wiekG2 -1.053609 1.496586 -0.704 0.4814
wiekG3 -1.741291 0.755040 -2.306 0.0211 *
dochod 0.037605 0.002782 13.519 < 2e-16 ***
wiekG2:dochod 0.012794 0.013458 0.951 0.3418
wiekG3:dochod 0.035700 0.008208 4.350 1.36e-05 ***

Signif. codes: 0 “***/0.001 **’ 0.01 “*" 0.05°"0.1°"1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
Null deviance: 2402.7 on 1864 degrees of freedom
Residual deviance: 1871.6 on 1857 degrees of freedom

AIC: 1887.6
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a) (1p.) Zinterpretuj parametry modelu A dla zmiennej wiek i dochod. Wykorzystaj
ilorazy szans.

b) (1p.) Oblicz maksymalne prawdopodobienstwo kupna ubezpieczenia dla klienta z
rocznym dochodem w wysokosci 100 000 zt, wykorzystujac model A i model B.

¢) (1p.) Roczny dochdd klienta aktuariusz uwzglednit w modelu w sposéb liniowy
jako zmienng ilosciowa. Wymien trzy inne opcje.

d) (2p.) Wykorzystujac odpowiedni test, sprawdz czy wszystkie parametry (lgcznie)
interakcji migdzy wiekiem a rocznym dochodem sg statystycznie istotne. Zapisz
odpowiednie hipotezy (tj. zerowg i alternatywng), podaj statystyke testowg i jej
rozktad. Przyjmij poziom istotnosci rowny 0.05.

Odpowiedzi

Odp. a)
Zmienna wiek:
Parametr stojacy przy kategorii wiekG2 wynosi 0.375125. Dodatnia warto$¢ parametru
wskazuje, ze klienci z kategorii wiekowej G2 sa bardziej podatni na zawarcie
ubezpieczenia podrézy w porownaniu z klientami z kategorii wiekowej G1. Jezeli klienci
roznig si¢ tylko kategorig wiekowa, to klienci z kategorii G2 maja o (exp(0.375125) —
1) - 100% = 45.52% wyzsze szanse na zawarcie ubezpieczenia podrdzy w poroéwnaniu
z klientami z kategorii wiekowej G1.
Parametr stojacy przy kategorii wiekG3 wynosi 1.508494. Dodatnia warto§¢ parametru
wskazuje, ze klienci z kategorii wiekowej G3 sa bardziej podatni na zawarcie
ubezpieczenia podrozy w poroéwnaniu z klientami z kategorii wickowej G1. Jezeli klienci
roznig si¢ tylko kategorig wiekows, to klienci z kategorii G3 majg o (exp(1.508494 ) —
1) - 100% = 351.99% wyzsze szanse na zawarcie ubezpieczenia podrézy w poréwnaniu
z klientami z kategorii wiekowej G1.
Zmienna dochod:
Parametr stojacy przy zmiennej dochod  wynosi 0.043211. Sposrod klientow
identycznych pod wzgledem innych cech zawartych w modelu, a réznigcy si¢ tylko
rocznym dochodem o 1 tys. zt, klienci bogatsi (o 1 tys. zt.) majg (exp(0.043211) — 1) -
100% = 4.42% wyzsze szanse ha zawarcie ubezpieczenia podréozy w porownaniu z
klientami biedniejszymi.
Odp. b)
Maksymalne prawdopodobienstwo wystepuje w grupie kobiet mieszkajacych w miescie
z kategorii wiekowej G3.
Model A:

exp(—4.272412 + 1.508494 + 0.043211 - 100)

= = 0.825952
P = T+ exp(—4.272412 + 1.508494 + 0.043211 - 100)
Model B:
R exp(—3.627971 — 1.741291 + 0.037605 - 100 + 0.0357 - 100)
p= = 0.87666

1+ exp(—3.627971 — 1.741291 + 0.037605 - 100 + 0.0357 - 100)



Modelowanie 24.01.2023r.

Odp. ¢)

- zalozy¢ zalezno$¢ wielomianowa, np. kwadratowa:dochod + dochod?
- funkcja gtadka (model GAM)

- przeksztalci¢ na zmienng jako$ciowa (utworzy¢ kategorie dochodu)

Odp. d)

Wspotczynniki interakcji (facznie) sg statystycznie istotne.

Ho: Wszystkie wspotczynniki interakeji miedzy wiekiem a rocznym dochodem
s3 rowne zero.
Hi: Przynajmniej jeden wspdtczynnik jest rozny od zera.

Statystyka wyraza si¢ wzorem:
x*=D(y;6%) - D(y;69),
gdzie:
D(y; 6r ) — dewiancja modelu o mniejszej liczbie parametrow p,
D(y; 0 Q) — dewiancja modelu o wigkszej liczbie parametrow g,
Stad (podstawiane warto$ci zaznaczono w tresci zadania na czerwono):
x? =1894.8 — 1871.6 = 23.2

Wartosé statystyki mozna byto takze wyznaczy¢ korzystajgc wartosci kryterium AIC dla
tych modeli.

Wartos$¢ krytyczna: x§ s, = 5.991.

Rozwigzanie:
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Zadanie 3.
Ubezpieczyciel chce wykorzysta¢ model regresji Poissona do analizy liczby szkod w
swoim portfelu ubezpieczen komunikacyjnych. Zebrat nastgpujace dane dotyczace liczby
roszczen k;, i = 1,2, ...,35 z trzech réznych klas polis:

-KlasaA(i=1,..10): 1 2 02100221

—KlasaB(i=11,..15): 1 0 1 1 0

-KlasaC(i=16,..35: 0000010100

1010000000
a) (2p.) Wykaz, ze rozktad Poissona nalezy do wyktadniczej rodziny rozktadow.
Przyjmij nastepujacg parametryzacj¢ wyktadniczej rodziny rozktadow:

i0; — b(6;
FO008) = exp (22 4 ),

gdzie: 6; - parametr kanoniczny, ¢ - parametr dyspersji.
b) (3p.) Aktuariusz wybral model, w ktorym:

a, i=1,..10
1n(/1i)={/3, i=11,..15
y, i=16,..35

gdzie A; jest warto$cig oczekiwang odpowiedniego rozktadu Poissona. Wyznacz
logarytm funkcji wiarygodnosci dla tego modelu, a nastgpnie znajdz oszacowania
najwickszej wiarygodnoscidla a, B iy.

Odpowiedzi

Funkcja prawdopodobienstwa dla rozktadu Poissona ma posta¢:
y,—A

A
fOiD) = = exp(yIn(D) — A=),

stad:

0 = In(4),

¢ =1,czylia(ep) =1,
b(6) = e?,

c(y,¢) = —In(yH.

Logarytm wiarygodno$ci mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

125, 20) = (LG A5 A) = D yeIn(A) = ) 2= Y In(y)
Stad otrzymujemy:

10
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l—aZyl+BZyl+yZyl—10e Seﬁ—ZOey—Zln(yl')

i=11 i=16

= 11a + 38 + 4y — 10e* — 5ef — 20e” — Z In(y;)

Obliczajac pochodne czastkowe wzgledem a,  oraz y otrzymujemy:

0
— 1 =11-10e”

Jda
0
=3 —5eh
a[),l 3 —5e
g l=4—-20e"
ay ¢
stad:
@ =1In1.1=0.09531
f =1n0.6 = —0.51083
7 =1n0.2 = —1.60944
Rozwigzanie:

11
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Zadanie 4.

a) (1p.) Krotko przedstaw czym zajmuje si¢ Teoria Wartosci Ekstremalnych (Extreme
Value Theory, EVT) i wskaz mozliwosci jej wykorzystania przez aktuariusza.

b) (1p.) Jednym z gtownych podejs¢ wykorzystywanych w EVT jest analiza
przekroczen progu POT (Peaks Over Threshold). Krétko oméw to podejscie.

c) (2p.) Wskaz dlaczego w metodzie POT kluczowa role odgrywa ustalenie progu
przekroczen na wiasciwym poziomie. Uzasadnij dlaczego w tym celu (ustaleniu
progu) mozna wykorzysta¢ funkcje wartosci oczekiwanej nadwyzki (mean excess
function).

d) (1p.) Na ponizszym rysunku (Rys. 4.1.) przedstawiono empiryczng funkcj¢ wartosci
oczekiwanej nadwyzki dla pewnego zbioru szkod. Na jej podstawie ustal warto§¢
progu. Wybdr uzasadnij!

Rys. 4.1.

Mean Excess
-
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Odpowiedzi

Odp. a)

Zobacz np.:
— Podrozdziat 9.1 w: “Effective Statistical Learning Methods for Actuaries I - M.
Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Springer, 2019.
—  Wstep do rozdziatu 5 (str. 135) w: “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst,
Princeton, 2015

12
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Odp. b)

Zobacz np. podrozdziat 9.5 w: “Effective Statistical Learning Methods for Actuaries I” -
M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Springer, 2019.

Odp. ¢)

W odpowiedzi nalezato wskazac:

— naklasyczny problem zwigzany z kompromisem obcigzenie-wariancja: wybor zbyt
niskiego progu oznacza, ze zalozenie dotyczace ogona jest niewtasciwe, natomiast
wybor zbyt wysokiego progu oznacza, ze mamy zbyt malo obserwacji, aby
rozsadnie oszacowac parametry rozktadu. Szczegoty np. w podrozdziale 9.5.5 w:
w: “Effective Statistical Learning Methods for Actuaries I” - M. Denuit, D.
Hainaut, J. Trufin, Springer, 2019.

— na liniowg posta¢ funkcji wartosci oczekiwanej nadwyzki po przekroczeniu
odpowiedniego progu. Szczegoty np. w podrozdziale 5.2.2 w: “Quantitative Risk
Management: Concepts, Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R.
Frey, P. Embrechst, Princeton, 2015.

Odp. d)

Nalezato wskaza¢ warto$¢ ok. 12. W uzasadnieniu powotac si¢ na w przyblizeniu liniowa
posta¢ empirycznej funkcji warto$ci oczekiwanej nadwyzki po przekroczeniu 12.

Rozwiazanie:

13
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Zadanie 5.

a) (1p.) Wymien warunki stacjonarnosci (stabej) Szeregu czasowego.

b) (1p.) Podaj definicje procesu btagdzenia losowego.

¢) (1p.) Wskaz i krotko przedstaw co najmniej dwie metody identyfikacji procesu
btadzenia losowego.

d) (2p.) Na ponizszym wykresie (Rys. 5.1) podano notowania indeksu SP500 w okresie
od 31-12-2021 do 11-11-2022.

Rys. 5.1. Notowania SP500

iL\Wm
| Wﬂ WJ\% .
o

I
2022-01-01 2022-04-01 2022-07-01 2022-10-01

Funkcje autokorelacji dla tego szeregu czasowego (tj. notowan indeksu SP500)
przedstawia rysunek 5.2.
Rys. 5.2. ACF dla SP500

0.4

0.0

Z Kkolei rysunki 5.3 i 5.4 przedstawiaja odpowiednio funkcj¢ autokorelacji i
autokorelacji czastkowej dla szeregu czasowego pierwszych roznic notowan indeksu
SP500.
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0.4 0.8

0.0

0.00 0.10

-0.10

Rys. 5.3. ACF dla pierwszych roznic

Wiadomo takze, ze odchylenie standardowe wynosi:

dla notowan: 306.8

dla pierwszych roznic: 63.9.
Czy w oparciu o podane informacje mozna twierdzi¢, ze przedstawiony na rysunku
5.1 szereg czasowy notowan indeksu SP500 jest realizacja procesu btadzenia

losowego? Odpowiedz uzasadnij!

Odp. a)

W odpowiedzi nalezato wskazaé, ze szereg czasowy (V;)tez jest stacjonarny (stabo
stacjonarny) jezeli:

Odpowiedzi

— wartos$¢ oczekiwana E (y;) nie zalezyod t (E(y:) = u, t € Z),
— kowariancja migdzy y; a y; zalezy tylko od |s — t| (cov(ys, y;) =
Cov(ys+k! yt+k)' stk € Z)

Szczegoty np. w podrozdziale 7.3 w: “Regression Modeling with Actuarial and Financial

Applications” - E.W. Frees, Cambridge, 2009.
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Odp. b)
Proces bladzenia losowego definiuje si¢ w nastepujacy sposob:
) Ye =Ye-1+C
gdzie c; jest procesem bialego szumu.
Szczegoty np. w podrozdziale 7.4 w: “Regression Modeling with Actuarial and Financial
Applications” - E.W. Frees, Cambridge, 2009.

Odp. ¢)
Na przyktad sprawdzenie:
— Czy W szeregu mozna wyodrebni¢ trend liniowy,
— Czy wariancja y, wzrasta wraz ze wzrostem t,
— CzZy przyrosty y; — y;_1 stanowig proces biatego szumu,
— czy odchylenie standardowe szeregu przyrostow jest istotnie mniejsze w
porownaniu z odchyleniem standardowym oryginalnego szeregu.
Nalezato wskazac i omowi¢ co najmniej dwie metody.
Szczegoty np. w podrozdziale 7.4 w: “Regression Modeling with Actuarial and Financial
Applications” - E.W. Frees, Cambridge, 2009.

Odp. d)
Notowani indeksu SP500 sg realizacja procesu btadzenia losowego.
Wskazuje na to:
— Funkcja autokorelacji szeregu czasowego notowan indeksu SP500. Dla procesu
btadzenia losowego cov(y,, ys) = ta2,1 <t < s.
— Funkcje autokorelacji 1 autokorelacji czastkowej dla pierwszych roznic, ktore sa
charakterystyczne dla procesu biatego szumu.
— Istotnie mniejsze odchylenie standardowe szeregu pierwszych roznic w
poréwnaniu z odchyleniem standardowym oryginalnego szeregu.

Rozwiazanie:
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Zadanie 6.

a) (2p) Co rozumiemy przez pojecia wariancja I obcigzenie metody uczenia
statystycznego?

b) (1p) Rozwazmy model Y = f(X) + &, X = (X;,..,Xp). Tutaj f jest pewna
ustalong, ale nieznang funkcjg Xy, ..., Xp, a € jest sktadnikiem losowym, ktory jest

niezalezny od X i ma $rednig zero. Niech (yo —f (xo))2 oznacza kwadrat btedu
predykcji dla obserwacji (x,,y,) ze zbioru testowego (czyli $redni biad
kwadratowego (mean squared error, MSE) prognozy wyznaczonej dla obserwacji
(%0, Vo) Ze zbioru testowego), f jest oszacowaniem f na zabiorze uczacym. Wskaz

(bez dowodu) na jakie trzy sktadowe mozna zdekomponowac E [(yo —f (xo))z].

c) (2p) Omoéw jak zmieniajg si¢ te sktadowe wraz ze zmiang elastycznos$ci modelu,
tj. jego zdolnosci do dopasowywania si¢ do danych rzeczywistych (model
chrakteryzujacy si¢ wicksza elastycznoscia lepiej dopasowuje si¢ do danych).

Odpowiedzi:
Odp. a)
W odpowiedzi nalezato wskazacé, ze:
— wariancja odnosi si¢ do wielkosci, o jaka zmieniaja si¢ f otrzymane przy
uzyciu roznych zestawow danych uczacych.
— obcigzenie odnosi si¢ do btedu, ktéry jest wynikiem przyblizania rzeczywistego,
bardzo skomplikowanego problemu znacznie prostszym modelem.
Szczegoty w podrozdziale 2.2 w “An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R” - G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, Springer, 2021.

Odp. b)
W odpowiedzi nalezato wskazaé, ze:
A 2 A . A 2
E|(yo — f))’| = Var (F(x0)) + [Bias(f (co)]” + Var(e)
Szczegbly w podrozdziale 2.2 w “An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R” - G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, Springer, 2021.

Odp. ¢)
W odpowiedzi nalezato wskazac¢, ze z reguty, wraz ze wzrostem elastycznosci metod,
wariancja wzrosnie, a obcigzenie bedzie si¢ zmniejszalo.

Szczegbdly w podrozdziale 2.2 w “An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R” - G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, Springer, 2021.

Rozwiazanie:
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Zadanie 7.

a) (1p.) Wymien co najmniej 4 czynniki, ktore nalezy wziaé pod uwage podczas
projektowania modelu.

b) (2p.) Krotko opisz dwa czynniki spo$rod wymienionych w punkcie a).

c) (2p.) Przedstaw wytyczne Krajowego Standardu Aktuarialnego w zakresie jakosci

danych dotyczace:
— walidacji danych,
— braku danych.
Odpowiedzi:
Odp. a)

Zobacz np. podrozdziat 3.5.2.2 w: “Actuarial Aspects of ERM for Insurance
Companies”, 2016.

Zobacz np. podrozdziat 3.5.2.2 w: “Actuarial Aspects of ERM for Insurance
Companies”, 2016,

Zobacz podrozdziat 2.5 w: ,,Krajowy Standard Aktuarialny Polskiego Stowarzyszenia
Aktuariuszy — Praktyka Aktuarialna”, 2022,
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Zadanie 8.

a) (1p.) Krotko przedstaw ide¢ metod bootstrapowych.
b) (2p.) Przedstaw algorytm postepowania w przypadku stosowania:
— nieparametrycznej metody bootstrapowej,
— parametrycznej metody bootstrapowe;j.
c) (2p.) Proba zawiera dwie obserwacje: x; = 2 i x, = 4. Wykorzystujac metode
bootstrapowg oblicz btad $redniokwadratowy (mean square error, MSE)
nieobcigzonego estymatora Sredniej w populacji.

Odpowiedzi:

Odp. a)

Metody bootstrapowe naleza do klasy metod symulacyjnych polegajacych na
wnioskowaniu o interesujacej nas wielkosci na podstawie wielokrotnych replikacji
oryginalnej proby. Przy czym replikacje uzyskuje si¢ poprzez wielokrotne losowanie ze
zwracaniem z proby (bootstrap nieparametryczny) lub zatozenie, ze oryginalna proba
pochodzi z ustalonej rodziny rozktadéow, oszacowaniu jej parametréow (na podstawie
oryginalnej proby), a nastgpnie wylosowaniu z tego rozktadu replikacji (bootstrap
parametryczny).

Szczegodty np. w podrozdziale 4. 3 w: “Statistical Foundations of Actuarial Learning and
its Applications” - M.V. Wuthrich, M. Merz, 2021.

Odp. b)

— Nieparametryczna metoda bootstrapowa — zobacz np. podrozdziat 4.3.1 w:
Statistical Foundations of Actuarial Learning and its Applications” - M.V.
Wuthrich, M. Merz, 2021.

— Parametryczna metoda bootstrapowa — zobacz np. podrozdziat 4.3.2 w: Statistical
Foundations of Actuarial Learning and its Applications” - M.V. Wuthrich, M.

Merz, 2021.

Odp. ¢)

Srednia z oryginalnej proby: ¥ = 3
Préba )?l (xl - f)z
2,2 2 1
2,4 3 0
4,2 3 0
4,4 4 1

>z 2
MSE = 2 =0.5
=2=0

Rozwiazanie:
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Zadanie 9.

a) (1p.) Przedstaw ide¢ 1 konstrukcj¢ wykresu prawdopodobienstwo-
prawdopodobienstwo (p-p plot, probability plot). Wskaz zastosowanie tego
wykresu.

b) (2p.) Zanotowano nast¢pujace kwoty roszczen: 135, 29, 90, 64, 182. Dopasowano
do nich rozktad wyktadniczy, dla ktérego srednig oszacowano metodg najwickszej
wiarygodno$ci. Skonstruuj 1 zinterpretuj wykres prawdopodobienstwo-
prawdopodobienstwo.

c) (2p.) Sprawdz dopasowanie tego rozktadu (tj. rozktadu z punktu b)) testem
Kolmogorowa-Smirnowa. Przyjmij poziom istotnosci 0.05. Warto$¢ krytyczna dla

tego poziomu istotno$ci wynosi: %.
Odpowiedzi:
Odp. a)

Wykres prawdopodobienstwo-prawdopodobienstwo jest to jedna z graficznych metod
oceny dopasowania modelu.
Konstrukcja:

— Wartosci probki porzadkujemy w kolejnosci niemalejacej: x; < x, < -+ < x,,

— W ukladzie wspotrzednych zaznaczamy punkty o  wspoétrzednych
(E.(x;), F(x)),j=12,.., gdzie F(x;)) sa wartosciami dystrybuanty
empirycznej ( £, (x;) = ﬁ), a F(x;) —wartosciami dystrybuanty dopasowanego
rozktadu.

Model jest dobrze dopasowany, jesli punkty te lezg blisko linii y = x.

Szczegoty np. w podrozdziale 15.3 w: “Loss Models: From Data to Decisions”, 5th
edition - S.A. Klugman, H.H Panjer, G.E. Willmot, Wiley, 2019.

Odp. b)
Dystrybuanta rozktadu wyktadniczego: F(x) =1 — e ™*,x > 0, E(X) = %
1=0.01
j xj Fn (X]) F(X])
1 29 0.167 0.252
2 64 0.333 0.473
3 90 0.500 0.593
4 135 0.667 0.741
5 182 0.833 0.838
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Na podstawie wykresu p-p mozemy wstepnie przyja¢, ze szkody podlegaja rozktadowi
wyktadniczemu.

Odp. ¢)
Statystyka: D = max|F,(x) — F(x)|, gdzie E, — dystrybuanta empiryczna, F —
X

dystrybuanta dopasowanego rozktadu.

Obliczenia pomocnicze:

Il % | B(g=) | B(y) | FOD | |FR(y =) —Fep| | |F(x) —Fxp|
1|29 0 02 | 0252 0.252 0.052
2 | 64 0.2 04 | 0473 0.273 0.073
3 | 9 0.4 06 | 0593 0.193 0.007
4 135 0.6 08 | 0741 0.141 0.059
5 [ 182 0.8 1 0.838 0.038 0.162

Stad otrzymujemy: D = 0.273

Warto$¢ krytyczna wynosi: 1'—\/3%6 = 0.608.

Whiosek: Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze szkody maja rozktad wyktadniczy
(na poziomie istotnosci 0.05).

Szczegoty np. w podrozdziale 15.4.1 w: “Loss Models: From Data to Decisions”, Sth
edition - S.A. Klugman, H.H Panjer, G.E. Willmot, Wiley, 20109.

Rozwiazanie:
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Zadanie 10.

a)

(2p.) Kroétko przedstaw algorytm budowy binarnego drzewa klasyfikacyjnego.

b) (2p.) Co to jest kryterium dobroci podziatu (goodness of split criterion)

wykorzystywane w konstrukcji takiego drzewa. Omow jedno wybrane Kryterium
dobroci podziatu.

c) (1p.) Przedluzenie umowy ubezpieczenia AC (zmienna Y; przyjmujaca dwie
wartosci: Y; = 1, gdy kierowca przedtuzy umowe na kolejny rok oraz Y; = 0, gdy
nie przedluzy) modelowano z wykorzystaniem nastepujacych zmiennych
objasniajacych:

— plec: Pte¢ (K — kobieta, M — mgzczyzna)
— zamieszkanie: Miejsce zamieszkania (Miasto — miasto, Wies — wies)
— wiek: Wiek kierowcy w latach.
W tym celu skonstruowano nastegpujace drzewo klasyfikacyjne (Rys. 10.1):
Rys. 10.1.
| ! zamieszkanie !
Wies ‘
Miasto
| plec | plec
M ‘ M
K K
wiek
>=33
<33
@ (0 (@)
1226 326 238 140 37 61 436 331 129 185
Na tym drzewie liczba z lewej strony pod lisciem oznacza liczbe kierowcow,
ktorzy nie przedtuzyli umowy, a liczba z prawej, ktorzy przedtuzyli.
Wykorzystujac to drzewo, wyznacz prawdopodobienstwo przedtuzenia umowy
dla dwoch kobiet w wieku ponizej 33 lat, jednej mieszkajacej na wsi a drugiej w
miescie.
Odpowiedzi
Odp. a)
Zobacz np. w

— podrozdziale 8.1.2 w: “An Introduction to Statistical Learning with Applications
in R” - G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, Springer, 2021,

lub
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— podrozdziale 6.3 w: “Data Analytics for Non-Life Insurance Pricing” - M.V.
Wiithrich, C. Buser, 2020.

Odp. b)
Zobacz np. w
— podrozdziale 8.1.2 w: “An Introduction to Statistical Learning with Applications
in R” - G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, Springer, 2021,
lub
— podrozdziale 6.3 w: “Data Analytics for Non-Life Insurance Pricing” - M.V.
Wiithrich, C. Buser, 2020.

61
37+61
Kobieta mieszkajaca w miescie: p =

= 0.622
185 _ 0.589

129+185

Kobieta mieszkajaca na wsi: p =

Rozwigzanie:
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