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Wartosci dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego N(0,1):

Uwagi

X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x)
0,01 0,503989 0,41 0,659097 0,81 0,79103 1,21 0,886861 1,61 0,946301 2,01 0,977784 2,41 0,992024
0,02 0,507978 0,42 0,662757 0,82 0,793892 1,22 0,888768 1,62 0,947384 2,02 0,978308 2,42 0,99224
0,03 0,511966 0,43 0,666402 0,83 0,796731 1,23 0,890651 1,63 0,948449 2,03 0,978822 2,43 0,992451
0,04 0,515953 0,44 0,670031 0,84 0,799546 1,24 0,892512 1,64 0,949497 2,04 0,979325 2,44 0,992656
0,05 [0,519939| 045 [0,673645| 0,85 [0,802337| 1,25 0,89435 1,65 ]0,950529| 2,05 |0,979818| 2,45 |0,992857
0,06 0,523922 0,46 0,677242 0,86 0,805105 1,26 0,896165 1,66 0,951543 2,06 0,980301 2,46 0,993053
0,07 [0,527903| 0,47 |[0,680822| 0,87 0,80785 1,27 |0,897958| 1,67 0,95254 2,07 |0,980774| 2,47 |0,993244
0,08 0,531881 0,48 0,684386 0,88 0,81057 1,28 0,899727 1,68 0,953521 2,08 0,981237 2,48 0,993431
0,09 [0,535856| 049 [0,687933| 0,89 [0,813267| 1,29 [0901475| 1,69 |0,954486| 2,09 |0,981691| 2,49 |0,993613

0,1 0,539828 0,5 0,691462 0,9 0,81594 13 0,9032 1,7 0,955435 2,1 0,982136 2,5 0,99379
0,11 [0,543795| 0,51 [0,694974| 091 [0,818589| 1,31 [0,904902| 1,71 |0,956367| 2,11 |0,982571| 2,51 |0,993963
0,12 0,547758 0,52 0,698468 0,92 0,821214 1,32 0,906582 1,72 0,957284 2,12 0,982997 2,52 0,994132
0,13 0,551717 0,53 0,701944 0,93 0,823814 1,33 0,908241 1,73 0,958185 2,13 0,983414 2,53 0,994297
0,14 0,55567 0,54 0,705401 0,94 0,826391 1,34 0,909877 1,74 0,95907 2,14 0,983823 2,54 0,994457
0,15 0,559618 0,55 0,70884 0,95 0,828944 1,35 0,911492 1,75 0,959941 2,15 0,984222 2,55 0,994614
0,16 0,563559 0,56 0,71226 0,96 0,831472 1,36 0,913085 1,76 0,960796 2,16 0,984614 2,56 0,994766
0,17 0,567495 0,57 0,715661 0,97 0,833977 1,37 0,914657 1,77 0,961636 2,17 0,984997 2,57 0,994915
0,18 0,571424 0,58 0,719043 0,98 0,836457 1,38 0,916207 1,78 0,962462 2,18 0,985371 2,58 0,99506
0,19 0,575345 0,59 0,722405 0,99 0,838913 1,39 0,917736 1,79 0,963273 2,19 0,985738 2,59 0,995201

0,2 0,57926 0,6 0,725747 1 0,841345 14 0,919243 1,8 0,96407 2,2 0,986097 2,6 0,995339
0,21 0,583166 0,61 0,729069 1,01 0,843752 1,41 0,92073 1,81 0,964852 2,21 0,986447 2,61 0,995473
0,22 [0,587064| 0,62 [0,732371| 1,02 |[0,846136| 142 |0,922196| 1,82 0,96562 2,22 |0986791| 2,62 |0,995604
0,23 0,590954 0,63 0,735653 1,03 0,848495 1,43 0,923641 1,83 0,966375 2,23 0,987126 2,63 0,995731
0,24 [0,594835| 0,64 [0,738914| 1,04 0,85083 1,44 ]0,925066| 1,84 |0,967116| 2,24 |0,987455| 2,64 |0,995855
0,25 0,598706 0,65 0,742154 1,05 0,853141 1,45 0,926471 1,85 0,967843 2,25 0,987776 2,65 0,995975
0,26 0,602568 0,66 0,745373 1,06 0,855428 1,46 0,927855 1,86 0,968557 2,26 0,988089 2,66 0,996093
0,27 0,60642 0,67 0,748571 1,07 0,85769 1,47 0,929219 1,87 0,969258 2,27 0,988396 2,67 0,996207
0,28 0,610261 0,68 0,751748 1,08 0,859929 1,48 0,930563 1,88 0,969946 2,28 0,988696 2,68 0,996319
0,29 0,614092 0,69 0,754903 1,09 0,862143 1,49 0,931888 1,89 0,970621 2,29 0,988989 2,69 0,996427

0,3 0,617911 0,7 0,758036 1,1 0,864334 15 0,933193 19 0,971283 2,3 0,989276 2,7 0,996533
0,31 0,62172 0,71 0,761148 1,11 0,8665 1,51 0,934478 1,91 0,971933 2,31 0,989556 2,71 0,996636
0,32 0,625516 0,72 0,764238 1,12 0,868643 1,52 0,935745 1,92 0,972571 2,32 0,98983 2,72 0,996736
0,33 0,6293 0,73 |0,767305| 1,13 [0,870762| 1,53 [0,936992| 193 [0,973197| 2,33 [0,990097| 2,73 |0,996833
0,34 0,633072 0,74 0,77035 1,14 0,872857 1,54 0,93822 1,94 0,97381 2,34 0,990358 2,74 0,996928
035 [0,636831| 0,75 [0,773373| 1,15 [0,874928| 155 [0,939429| 195 |[0974412| 2,35 |0,990613| 2,75 0,99702
0,36 0,640576 0,76 0,776373 1,16 0,876976 1,56 0,94062 1,96 0,975002 2,36 0,990863 2,76 0,99711
0,37 0,644309 0,77 0,77935 1,17 0,879 1,57 0,941792 1,97 0,975581 2,37 0,991106 2,77 0,997197
0,38 0,648027 0,78 0,782305 1,18 0,881 1,58 0,942947 1,98 0,976148 2,38 0,991344 2,78 0,997282
039 |[0651732| 0,79 [0,785236| 1,19 |[0,882977| 1,59 [0,944083| 199 |0,976705| 2,39 |0,991576| 2,79 |0,997365

0,4 0,655422 0,8 0,788145 1,2 0,88493 1,6 0,945201 2 0,97725 2,4 0,991802 2,8 0,997445
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Zadanie 1.

Rozwazamy linie biznesowe A i B. Posiadamy nastepujgce informacje:

Linia A Linia B
Sktadka przypisana brutto 10,000 8,000
Wspotczynnik kosztow 10% 5%
Wspotczynnik szkodowosci 80% 65%
Kapitat ekonomiczny 500 900

e  Wolne $rodki lokowane sg w obligacje wolne od ryzyka,
e stopa wolna od ryzyka wynosi 3% w ciggu roku,
sktadka wptacana jest w momencie t=0,

koszty ponoszone s3 w momencie t=0,

wszystkie §$wiadczenia wyptacane s3 w momencie t=1,
kapitat ekonomiczny uwalniany jest w momencie t=1,
koszt kapitatlu wynosi 6% w ciagu roku,

pomijamy dyskontowanie i podatki.

a) Podaj definicje EVA/zysku ekonomicznego i wspolczynnika RORAC, oraz
uzasadnij wykorzystanie tych miar w decyzjach biznesowych (1p).

b) Wyznacz EVA/zysk ekonomiczny dla linii A i B, oraz wskaz preferowang lini¢
(2p).

¢) Wyznacz wspotczynniki RORAC dla linii A 1 B, oraz wskaz preferowang lini¢
(2p).

Odpowiedzi:
a) Ogolne definicje:

EVA | zysk ekonomiczny = zysk operacyjny
—koszt kapitatu - kapitat zaangazowany.

Zysk operacyjn
RORAC = y p yjny

kapitat ekonomiczny’

b) Zaktadamy, ze caly kapitat zaangazowany jest rowny wymaganemu kapitatowi
ekonomicznemu. Wyznaczamy miary:

EVA, = (10,000 — 10,000 - 0.1) - 1.03 — 10,000 - 0.8 — 0.06 - 500
= 1,270 — 30 = 1,240.

EVAp = (8,000 — 8,000 - 0.05) - 1.03 — 8,000 - 0.65 — 0.06 - 900
= 2,628 — 55 = 2,574.
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Wybieramy lini¢ B!.
¢) Wyznaczamy miary:
RORAC, = 2270 _ 554, RORAC, = 2222 — 202
47 500 TV P77 900 ~ 77T
Wybieramy lini¢ B.

Przyktadowa literatura: Rozdzial 8.5 w “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,
2015, oraz “EVA/RAROC vs. MCEV Earnings: A Unification Approach”, C. Kraus, The
Geneva Papers on Risk and Insurance - Issues and Practice 38.

'W sytuacji, gdy zysk inwestycyjny nie zostat uwzgledniony w obliczeniach, kandydat rowniez
otrzymywat komplet punktow.
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Zadanie 2.

Rozwazamy model wewnetrzny w rezimie Wyptacalno$¢ II, w ktorym rozwazamy
wylacznie ryzyko rezerw pochodzace z jednego (poprzedniego) roku szkodowego.
Stosujemy model Hertiga rozwoju szkoéd, w ktorym skumulowane wyptaty (C;, i =
0, ...,n), w przysztych latach kalendarzowych i, opisane s3 wzorem: C, = 50, C; = C;_ -
eXi, gdzie X;~N(u;, 67) sa niezalezne oraz

Rok kalendarzowy i Ui o;
1 0.5 0.25
(najblizszy rok kalendarzowy)
2 0,4 0.15
3 0.1 0.05

Warto$¢ C, opisuje warto$¢ $wiadczen juz wyptaconych przez ubezpieczyciela w
poprzednich latach kalendarzowych. Podane oszacowania (y; 0; ) sa oszacowaniami
best estimate dla rozkladow szkod 1 nie uwzgledniamy bledéw estymacji tychze
parametroOw w ocenie ryzyka rezerw. Na rynku finansowym obserwujemy ptaska strukture
terminowg 1 roczna stopa wolna od ryzyka wynosi 0% - nie uwzgledniamy wigc
dyskontowania w ponizszych obliczeniach.

a) Wyznacz wymog kapitatlowy dla ryzyka rezerw w rezimie Wyptacalno$¢ 11
stosujac  odpowiednig definicje straty 1 miar¢ Value-at-Risk. Wyjasnij
komponenty funkcji straty (3p).

b) Wyznacz warto$§¢ zobowigzania w rezimie Wyplacalnos¢ 11, w szczegodlnosci
warto$¢ najlepszego oszacowania 1 margines ryzyka. Margines ryzyka wyznacz
stosujac aproksymacje oparta na biezacej wartosci wymogu kapitatowego dla
ryzyka rezerw i prognozie BEL w kolejnych latach kalendarzowych. Przyjmij
koszt kapitatu 6% (2p).

1
Wskazéwka: Niech X = e®*PZ gdzie Z~N(0,1). Wtedy E[X*] = e®+20°¥°,

Odpowiedzi:
a) Strate w horyzoncie jednorocznym definiujemy jako
Liyr = E[ColC1] — E[C|Co].
Powyzsze warto$ci oczekiwane opisuja najlepsze oszacowania zobowigzania z
tytutu szkdéd niewyplaconych pod warunkiem informacji w danym momencie

czasu.

Zachodzi:

3 3
E[C,|Co] = Co - exp (Z W + 0.5 Z al?) =50 - 2.8398,
i=1 i=1
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3

E[GAIC = G, - exp (

i

3
u; +0.5 Z aiz) = 500502571 . 1 6694,

gdzie Z;~N(0,1). W konsekwencji, otrzymujemy wymog kapitalowy w

wysokosci

VaRgg 50, (L1yr) = 50 - (€257025257 . 1,6694-2.8398)=120.0433.

b) Wyznaczamy oczekiwane ptatnosci:

Rok kalendarzowy i Wzér Warto$¢
1 E[C1|Co] — Cy 35.0528
2 E[C,|Co] — E[C1|Co] 43.266
3 E[C3|Cy] — E[C3]Cy] 13.6728

gdzie korzystamy z wlasnosci

j J
E[Gj|Co] = Co - exp <Z w; + 0.5 z al-Z).
i=1 i=1

Wyznaczamy:
Rok kalendarzowy i Prognozowany BEL Prognozowany kapitat
(na poczatku roku 1) (na poczatku roku 1)
1 35.0528+43.266+13.6728 120.0433
=91.9923
2 43.266+13.6728 56.9394
=56.9394 919923 200433
= 74.3018
3 13.6728 13.6728
—-120.04
91.9923 0.0433
= 17.8420

Warto$¢ najlepszego oszacowania zobowigzania wynosi 91.9923, margines

ryzyka wynosi

6% - (120.0433 + 74.3018 + 17.8420) = 12.7312.

Przyktadowa literatura: “Claims run-off uncertainty: the full picture” - M. Merz, M.V.
Wiithrich, 2015.
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Zadanie 3.

Rozwazamy ubezpieczenia odpowiedzialnosci cywilnej w  komunikacyjnym
ubezpieczeniu flotowym oraz pojazdow stuzbowych z limitem odpowiedzialnosci.
Wysokos$¢ pojedynczej szkody modelowana jest rozktadem Pareto (Lomax):

a

) , x>0,

1_FX(X):(/1+x

z parametrami « = 5, A = 1000. Sktadka bazowa w ubezpieczeniu z limitem bazowym
Lo = 500 per zdarzenie wynosi 300. Rozwazamy wspotczynniki Increased Limits
Factors w celu wyceny ubezpieczen z wyzszym limitem.

a) Wyznacz wspotczynniki ILF, oraz ich wartosci dla limitu L = 1000 i L = 2000
(p)-

b) Podaj definicj¢ wspotczynnika Rate-on-Line stosowanego do wyceny kontraktow
reasekuracji nieproporcjonalnej (1p).

c) Wyznacz Rate-on-Line dla kontraktu 1000 xs 1000 stosujac sktadke bazowa i
wyznaczone ILF powyzej (1p).

Wskazoéwka:

Wspotczynniki Increased Limits Factors definiowane sg zgodnie ze wzorem:

E[min (X; L)]

ILF L) = prin K Lo)]

Dodatkowo, zachodzi E[min(X ; x)] = fox(l - Fx(u))du.
Odpowiedzi:

a) Dlau > 0, obliczamy:

/1—05+1 _ (/1 + u)—a+1
a—1 '

E[min(X,u)] = ju(l — F(x))dx = 2% -
0

W konsekwencji, otrzymujemy wspotczynniki:

A—a+1 _ (/1 + L)—a+1
A-atl — (/1 + LO)—a+1'

ILF, (L) =

Podstawiajac parametry rozktadu szkdd, wyznaczamy wartosci:

ILF500(1,000) = 1.1683, [LFs0,(2,000) = 1.2307.
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b) Ogolna definicja:
sktadka reasekuracyjna

ROL = — —— T .
limit odpowiedzialnoSci reasekuratora

¢) Wyceniamy pojedyncza szkode reasekurowang zgodnie z kontraktem L xs U
stosujac formule:

E[min(max(X — U;0);L)] = E[min(X; U + L)] — E[min(X; U)]
= E[min(X; Lo)] - (ILF,, (U + L) — ILF, (U).

W klasycznym modelu kolektywnym, sktadka reasekuracyjna za kontrakt L xs U
wynosi
E[N] - E[min(max(X — U;0);L)]
= E[N] - E[min(X; Ly)] - (ILFLO(U +L)— ILFLO(U),

gdzie N oznacza liczbe zdarzen i E[N] - E[min(X; Ly)] oznacza techniczng
sktadke¢ bazowa w ubezpieczeniu z limitem bazowym. W konsekwencji, sktadka
reasekuracyjna za kontrakt 1000 xs 1000 wynosi

300 - (1.2307 — 1.1683) = 18.75.
: . 1875
Rate-on-Line wynosi To00 = 1.875%.

Przykladowa literatura: Rozdziaty 2.3.3 7.4.1 w “Reinsurance: Actuarial and
Statistical Aspects” - H. Albrecher, J. Beirlant, J. Teugels, Wiley, 2017.

10



Zarzadzanie ryzykiem 26.05.2026r.

Zadanie 4.

Zgodnie z modelem Sharpe’a zachodzi relacja

Ry =a,+ 17+ ,Ba*(Rm—rf)+£a,
gdzie

e R, jest zmienng losowg opisujaca stope zwrotu z akcji a,

e R,,— zmienna losowa opisujaca stope zwrotu z portfela rynkowego 1 jednoczesnie
zmienna losowa opisujaca rynkowe ryzyko systematyczne,

e 17 —stopa wolna od ryzyka,

e ¢, —niezalezna zmienna losowa opisujaca ryzyko niesystematyczne dla akcji,

o [, — wspodtczynnik beta dla akcji opisujacy wrazliwos$¢ stopy zwrotu akcji na
zmiany stopy zwrotu catego rynku,

e , — wspoOtczynnik alpha dla akcji opisujacy systematyczne zrodta premii za
ryzyko dla akcji poza systematycznym ryzykiem rynkowym.

Parametry zostaly oszacowane w oparciu o dane historyczne. Posiadamy nastepujace
informacje nt. spotek notowanych na gietdzie:

Spotka Warto$¢ rynkowa Wspotezynnik beta Prognozowana
premia za ryzyko
A ? 0.9 4.5%
B ? 1.3 3.5%

Prognozowana premia za ryzyko dla portfela rynkowego wynosi 3%. Biezaca stopa
wolna od ryzyka wynosi 2%.

a) Wyznacz premie za ryzyko dla akcji spotek stosujac klasyczny model CAPM
(2p).

b) Wyznacz oszacowane wspotczynniki a, dla akcji spdtek korzystajac z podane;
prognozowanej premii za ryzyko dla akcji (2p).

c) W oparciu o oszacowane wartosci @, zaproponuj i wyjasnij, w oparciu o teori¢
rynkow finansowych, ktora ze spotek mogta by¢ przewarto§ciowana historycznie

(Ip).
Odpowiedzi:
a) Stosujac klasyczny model CAPM wyznaczamy premie za ryzyko:

R, =09-3%=270%, Rs=13-3% =3.90%.

11
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b) Wyznaczamy wspotczynniki a,:
a, = 0.0450 — 0.0270 = 0.0180, a = 0.035 — 0.0390 = —0.0040.

c) Poniewaz ag < 0, jedng z przyczyn moze by¢ przewartosciowanie spotki B ze
wzgledu na zysk jaki wynika z jej ryzyka 1 zmniejszenie biezacych oczekiwan co
do przysztych zyskow z akcji spotki B.

Przyktadowa literatura: Rozdzialy 5.2 1 5.3 w “Financial Markets Theory: Equilibrium,
Efficiency and Information”, 2" edition - E. Barucci, C. Fontana, Springer, 2017.

12
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Zadanie 5.

Rozpatrujemy uproszczony bilans ekonomiczny w rezimie Wyptacalno$¢ II. Posiadamy

nastepujace informacje:

Pozycja Wartos$¢ w bilansie Niezdywersyfikowany
wymog kapitatowy

Obligacje (aktywa) 2000 500

Akcje (aktywa) 500 300

Rezerwy techniczno- 1800 (w tym warto$¢ 700

ubezpieczeniowe najlepszego oszacowania
(zobowigzania) 1700 1 margines ryzyka
100)

Pomijamy dyskontowanie. Zadana jest macierz wspotczynnikdéw korelacji strat
jednorocznych zwigzanych ze zmiang warto$ci obligacji, akcji i rezerw:

1 05 025
05 1 0l
025 0 1

a) Zapisz funkcje tacznej straty w horyzoncie jednorocznym (1p).

b) Wyznacz zdywersyfikowany kapital wykorzystujac metode wariancji-
kowariancji (2p).

c) Ocen, czy firma jest wyplacalna w ramach rezimu Wyptacalnos¢ II (1p).

d) Wyjasnij, bez przeprowadzania obliczen, jak zmieni si¢ kondycja finansowa
(wspolczynnik wyplacalnosci) firmy jezeli wspotczynnik korelacji pomigedzy
stratami zwigzanych ze zmiang warto$ci obligacji i rezerw zwiekszy si¢ (1p).

Odpowiedzi:
a) Definicja tacznej straty:

Strata = —(Warto$¢ sSrodkéw wtasych w momencie t + h
— wartos$¢ srodkéw wlasnych w momencie t).
= — (Warto$¢ aktywéw w momenciet + h
— wartos$¢ aktywdw w momencie t)
+ (Warto$¢ zobowigzan w momencie t + h
— warto$¢ zobowigzanh w momencie t).

W naszym przypadku:

L= Lobligacje + Lakcje + Lrezerwy'

gdzie strata z aktywow zdefiniowana jest jako

13
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b)

d)

Laktywa = — (Warto$¢ aktywébw w momencie t + h
— wartos¢ aktywdw w momencie t),

oraz strata z zobowigzan zdefiniowana jest jako

Lobowiazania = (Warto$¢ zobowigzah w momencie t + h
— warto$¢ zobowigzan w momencie t).

Definiujemy wektor niezdywersyfikowanych wymogéw kapitatowych xT =
[500,300,700] oraz macierz korelacji strat zwigzanych ze zmianami wartos$ci

obligacji, akcji i rezerw:
1 05 0.25
R=]05 1 01
025 0 1

Zdywersyfikowany wymog kapitalowy wynosi

vxTRx = 1,074.7093.

Biezaca warto$¢ nadwyzki aktywow nad zobowigzaniami wynosi 2,500-
1,800=700 i nie jest wystarczajaca do pokrycia wymogu kapitalowego.

Kondycja finansowa firmy pogorszy si¢ poniewaz zmiany warto$ci obligacji i
rezerw sg dodatnio skorelowane.

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 2.2 1 8.4 w “Quantitative Risk Management: Concepts,

Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,

2015.

14
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Zadanie 6.

Firma ubezpieczeniowa stosuje model wewnetrzny na potrzeby wyznaczenia kapitatu
ekonomicznego. Rozwazamy nastepujace scenariusze straty lacznej, straty w linii A i
straty w linii B, posortowane od najwigkszej wartosci straty taczne;:

Scenariusz Strata taczna Strata A Strata B
100 380 300 80
99 250 180 70
98 210 150 60
97 195 160 35
96 180 130 50
95 165 125 40
94 155 140 15
93 145 90 55
92 110 65 45
91 90 60 30

a) Wyznacz kapitat ekonomiczny na pokrycie straty tacznej stosujac miar¢ Value-
at-Risk na poziomie 95% (1p).

b) Ocen, czy rozpoznany zostal efekt dywersyfikacji stosujac miar¢ VaR (2p).

c) Wyznacz alokacje kapitatu ekonomicznego z p. a) do linii A stosujac metode
proporcjonalng, tzn. alokujac zdywersyfikowany kapitat proporcjonalnie do
niezdywersyfikowanych kapitatow w linii A 1 B (1p).

d) Wyznacz alokacje kapitatu ekonomicznego z p. a) stosujac alokacje Eulera.
Podaj wzor na alokacje 1 wykonaj obliczenia (1p).

Wskazdéwka: Nalezy zastosowa¢ podstawowe estymatory empiryczne miar
populacyjnych.
Odpowiedzi:

a) Wybieramy 95-ty scenariusz straty tacznej jako zdywersyfikowany wymog
kapitatowy — 165.

b) Wybieramy 95-ty scenariusz straty A jako niezdywersyfikowany wymog
kapitatowy dla linii A — 140, oraz wybieramy 95-ty scenariusz straty B jako
niezdywersyfikowany wymog kapitalowy dla linii B — 45. Efekt dywersyfikacji
zostal rozpoznany poniewaz 165<45+140.
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c) Alokacja proporcjonalna zdywersyfikowanego kapitatu w wysokosci 165 do linii
A wynosi

140

165 20745

= 124.8648.

d) Alokacja Eulera dla miary ryzyka VaR odbywa si¢ zgodnie regula:
RC(L;IL) = E[L;|L = VaR,(L)].

Alokacja Eulera zdywersyfikowanego kapitatu w wysokosci 165 do linii A wynosi
125.

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 2.3, 8.4 1 8.5 w “Quantitative Risk Management:
Concepts, Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst,
Princeton, 2015.
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Zadanie 7.

Rozwazmy 10-letnie ubezpieczenie z funduszem inwestycyjnym ze sktadkg jednorazowsg
i gwarancja minimalnego $wiadczenia zwigzanego z dozyciem konca trwania
ubezpieczenia. Pomijamy w tym zadaniu §wiadczenie w wyniku zgonu i zaktadamy, ze
prawdopodobienstwo dozycia wynosi 1. Sktadka w wysokosci 100 wptacana jest na
fundusz w momencie t=0, ktérego dynamika opisana jest geometrycznym ruchem Browna
zgodnie ze wzorem

dS(t) = aS(t)dt + bS(t)dW (1),

gdzie a =5%,b = 15%. Zwroty z funduszu determinuja warto$¢ rachunku w
ubezpieczeniu. Na koncu kazdego roku, z rachunku pobierana jest przez ubezpieczyciela
optata w wysokosci 3% wartosci rachunku. W momencie konca trwania umowy
ubezpieczyciel wyplaca ubezpieczonemu wicksza z wartosci: wartos¢ rachunku lub
wptacong sktadke. Zobowigzanie ubezpieczyciela jest rowne $wiadczeniom ptatnym na
koniec trwania umowy. Na rynku finansowym obserwujemy ptaska strukture terminowag
1 stopa wolna od ryzyka wynosi 2% w okresie rocznym. Opcje kwotowane na rynku
finansowym wyceniane sg zgodnie z modelem Blacka-Scholesa. Na rynku finansowym
dostepne sg rachunek bankowy wolny od ryzyka i fundusz. Nie ma ograniczen w handlu
na rynku finansowym.

a) Opisz gwarancj¢ 1 ryzyko finansowe, na ktore narazony jest ubezpieczyciel
wystawiajacy powyzsza gwarancje (1p).

b) Wyznacz warto§¢ zobowigzania w rezimie Wyplacalnos¢ II. Wykorzystaj
najblizsze wartosci z tablic rozktadu normalnego (3p).

c) Wyjasnij, czy przy wskazanych parametrach ubezpieczenia, ubezpieczyciel
bedzie mogl doskonale zabezpieczy¢ (replikowac) powyzsze zobowigzanie
inwestujac w instrumenty dostepne na rynku finansowym, bez ponoszenia zyskow
1 strat. Jezeli nie, jak nalezaloby zmieni¢ parametry ubezpieczenia, aby
ubezpieczyciel mogt doskonale zabezpieczy¢ zobowigzanie (1p).

Wskazowka: wzor Blacka Scholesa dla opcji put:

Cena opcji put = —N(—d;)S(0) + N(—d,)Ke T,
d ! (l <5(0)> + < + 02) T> d d T
= 0 r+— ) =d,; — oVT.
1 O'\/T g K 2 2 1
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Odpowiedzi:

a)

b)

Ryzyko finansowe zwigzane jest ze spadkiem warto$ci rachunku
ubezpieczeniowego ponizej gwarantowanej minimalnej stopy zwrotu ze srodkow
zainwestowanych na rynku finansowym.

Zatozmy, ze S(0)=1. Wtedy S(T) opisuje stopg zwrotu z funduszu w catym okresie
trwania umowy. Warto$¢ rachunku ' w momencie 7" dana jest wzorem:

F(T)=F(0)-S(T)- (1 —p)', F(0) = Sktadka,
gdzie p oznacza oplat¢ pobierang z rachunku. Zobowigzanie ma postaé

H = max(F(T),F(0))
= max(F(0) — F(0) - S(T) - (1 —p)",0)
+F(0)-S(T)-(1-p)"

1
— (1—p)T - F(0) - max (m —S(T), o) + F(T).

Wykorzystujac wzor Blacka-Scholesa, wartos¢ 1 jednostki opcji put przy
parametrach:

r =1log(1+ 0.02),0 = 0.15,T = 10,K = S(0) =1,

(1—-3%)°’

jest rowna 0.2591 Warto$¢ gwarancji wynosi (1 —3%)°- 100 -0.2591 =
19.1081. Warto$¢ rachunku wynosi 100 - (1 — 3%)1° = 73.7424, poniewaz cena
S(T) jest rowna S(0)=1. Warto$¢ zobowigzania jest rowna 92.8505.

Poniewaz warto$¢ zobowigzania jest nizsza niz wplacona sktadka, gwarancje
mozna replikowa¢ inwestujagc na rynku finansowym 1 stosujagc strategi¢ delta-
hedging.

Przyktadowa literatura: Rozdziat 18.2 w “Actuarial Finance — Derivatives, Quantitative

Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019.
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Zadanie 8.

Firma ubezpieczeniowa posiada zobowigzania w wysokosci 200 1 500 z terminami
zapadalnos$ci 2 1 4 lata. W celu zabezpieczenia zobowigzania rozwaza zakup 1, 3 i 5-letniej
obligacji zerokuponowych o wartoscach wykupu 100. Na rynku finansowym
obserwujemy ptaska strukture terminow3 i roczna stopa wolna od ryzyka wynosi 4%.

a) Wyprowadz i zinterpretuj miary duration i convexity dla obligacji zerokuponowe;j
z terminem wykupu 7 1 jednostkowa wartoscia wykupu (2p).

b) Firma konstruuje portfel zabezpieczajacy dopasowujac wartosci aktywow i
zobowigzan, miary duration i convexity dla aktywow 1 zobowigzan. Zapisz
odpowiednie rownania pozwalajace wyznaczy¢ liczby obligacji, ktére powinny
by¢ zakupione, nie musisz rozwigzywac uktadu rownan (2p).

c) Wyjasnij, czy powyzsza strategia jest strategia zabezpieczajaca zmiang wartosci
zobowigzania ze wzgledu na kazdg zmiang stop procentowych (1p).

Odpowiedzi:

a) Cena obligacji kuponowej:

o CF®)
PO=D, G

Miara duration dla obligacji kuponowe;:

dPV (i) B 1 z” t-CF(t)
di 1+ t=1 (140t

Miara convexity dla obligacji kuponowe;:

d’Pv(@) 1 not.(t+1)-CF(t)
diz — (1+ i)zzt=1 A+t .

b) Niech a oznacza liczbe¢ rocznych obligacji, b — liczbe 3-letnich obligacji, ¢ — liczbe
S-letnich obligacji. Zapisujemy uktad réwnan, gdzie poszczegdlne rdéwnania
odzwierciedlajg ceny, miary duration 1 convexity dla obligacji i zobowigzania:

200 N 500
(14+4%)2 (1 +4%)*
~ 100 b 100 N 100
~ YT 4%)! (1+4%)° ' (0 +4%)5
, 200 4 500
(1+4%)3 (14 4%)5
100 100 100
=a-1- b

R ——. .3.—_|_ .5.—'
(1 + 4%)? (1+4%)* " 7 1+ 4%)°

19



Zarzadzanie ryzykiem 26.05.2026r.

6 200 +20 500
(14 4%)* (14 4%)°
_ 5 100 +b12 100 4 30 100
T T T 4%)3 (1+4%)5 ' © (11 4%)7

c) Powyzsze miary duration i convexity zaktadajg réwnolegle zmiany struktury
terminowe;j stop procentowych. Powyzsza strategia jest strategia zabezpieczajaca
przy (infinitezymalnie) matych réwnoleglych zmianach struktury terminowej stop
procentowych.

Przyktadowa literatura: Rozdziat 20.4 w “Actuarial Finance — Derivatives, Quantitative
Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019.
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Zadanie 9.

a) Wyjasnij pojecia ryzyka $miertelnosci i dlugowiecznosci (1p).

b) Scharakteryzuj cztery rodzaje ryzyka $miertelnosci i dlugowiecznos$ci zwigzane z
poziomem (level), zmienno$cia (volatility), trendem (trend) i1 zdarzeniami
katastroficznymi (catastrophe), w szczeg6lnosci wskaz kluczowe rdéznice
pomiedzy czynnikami ryzyka level vs volatility, volatility vs catastrophe i level vs
trend (4p).

Odpowiedzi:

Rozdziat 7.8 w “Financial Enterprise Risk Management”, 2™ edition - P. Sweeting,
Cambridge, 2017.
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Zadanie 10.

W oparciu o Rozporzadzenie Delegowane Komisji uzupehlniajace dyrektywe
Wyptacalnos¢ I1:

a)

Wymien dwie linie biznesowe w ramach zobowigzan z tytulu umow ubezpieczen
innych niz ubezpieczenia na zycie (1p).

b) Wymien dwie linie biznesowe w ramach zobowigzan z tytutu ubezpieczen na
zycie (1p).

c) Wymien jakie rodzaje zobowigzan, oprocz zobowigzan ubezpieczen na zycie i
innych niz ubezpieczenia na zycie, uwzgledniamy jeszcze w ramach
wyodrebniania linii biznesowych (1p).

d) W oparciu o jakie gldéwne kryterium przypisywane sg zobowigzania do linii
biznesowych (1p).

e) W jaki sposob przypisywane sg zobowigzania z tytutu ubezpieczen zdrowotnych
do linii biznesowych (1p).

Odpowiedz:

Art. 55 1 Zatacznik 1 w ROZPORZADZENIE DELEGOWANE KOMISJI (UE) 2015/35
z dnia 10 pazdziernika 2014 r. uzupetiajace dyrektywe Parlamentu Europejskiego i Rady
2009/138/WE w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalno$ci ubezpieczeniowe;j i
reasekuracyjnej (Wyptacalnos¢ II).
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  E V A   /   z y s k   e k o n o m i c z n y = z y s k   o p e r a c y j n y  


                                                                                  − k o s z t   k a p i t a ł u ⋅ k a p i t a ł   z a a n g a ż o w a n y .


                                                                                  − k o s z t   k a p i t a ł u ⋅ k a p i t a ł   z a a n g a ż o w a n y .


  R O R A C =   Z y s k   o p e r a c y j n y  k a p i t a ł   e k o n o m i c z n y .


  E V   A  A =  ( 10 , 000 − 10 , 000 ⋅ 0 . 1 ) ⋅ 1 . 03 − 10 , 000 ⋅ 0 . 8 − 0 . 06 ⋅ 500 = 1 , 270 − 30 = 1 , 240 .


  E V   A  B =  ( 8 , 000 − 8 , 000 ⋅ 0 . 05 ) ⋅ 1 . 03 − 8 , 000 ⋅ 0 . 65 − 0 . 06 ⋅ 900 = 2 , 628 − 55 = 2 , 574 .


  E V   A  B =  ( 8 , 000 − 8 , 000 ⋅ 0 . 05 ) ⋅ 1 . 03 − 8 , 000 ⋅ 0 . 65 − 0 . 06 ⋅ 900 = 2 , 628 − 55 = 2 , 574 .


  R O R A   C  A =   1 , 270 500 = 2 . 54 ,               R O R A   C  B =   2 , 628 900 = 2 . 92 .


  .


  .


    ( C  i ,   i = 0 , … , n )


    C 0 = 50


    C  i =   C  i − 1 ⋅   e    X  i


    X  i ~ N (   𝜇  i ,     𝜎  i 2 )


    𝜇  i


    𝜎  i 


    C 0


  (   𝜇  i ,     𝜎  i  )


  0 %


  X =   e  a + b Z


  Z ~ N ( 0 , 1 )


  E  [   X  k ] =   e  a k +  1 2   b 2   k 2


    L  1 Y R = E  [    C  n |    C 1 ] − E  [    C  n |    C 0 ]


  E  [    C  n |    C 0 ] =   C 0 ⋅  exp ⁡   (   ∑  i = 1 3    𝜇  i + 0 . 5 ⋅   ∑  i = 1 3    𝜎  i 2 ) = 50 ⋅ 2 . 8398 ,


  E  [    C  n |    C 1 ] =   C 1 ⋅  exp ⁡   (   ∑  i = 2 3    𝜇  i + 0 . 5 ⋅   ∑  i = 2 3    𝜎  i 2 ) = 50 ⋅   e  0 . 5 + 0 . 25 ⋅   Z 1 ⋅ 1 . 6694 ,


    Z 1 ~ N ( 0 , 1 )


  V a   R  99 . 5 %  (   L  1 Y R ) = 50 ⋅ (   e  0 . 5 + 0 . 25 ⋅ 2 . 57 ⋅ 1 . 6694


  E [   C 1 |   C 0 ] −   C 0


  E [   C 2 |   C 0 ] − E [   C 1 |   C 0 ]


  E [   C 3 |   C 0 ] − E [   C 2 |   C 0 ]


  E  [    C  j |    C 0 ] =   C 0 ⋅  exp ⁡   (   ∑  i = 1  j    𝜇  i + 0 . 5 ⋅   ∑  i = 1  j    𝜎  i 2 ) .


    56 . 9394  91 . 9923 ⋅ 120 . 0433 = 74 . 3018


    13 . 6728  91 . 9923 ⋅ 120 . 0433 = 17 . 8420


  6 % ⋅  ( 120 . 0433 + 74 . 3018 + 17 . 8420 ) = 12 . 7312 .


  1 −   F  X  ( x ) =    (   𝜆  𝜆 + x )  𝛼 ,               x > 0 ,


  𝛼 = 5 ,     𝜆 = 100


    L 0 = 500


  L = 1000


  L = 2000


    I L F    L 0  ( L ) =   E [ min ⁡ ( X   ;   L ) ]  E [ m i n ⁡ ( X   ;     L 0 ) ] .


  E  [  min ⁡   ( X   ;   x ) ] =   ∫ 0  x   ( 1 −   F  X  ( u ) ) d u .


  u > 0


  E  [  min ⁡   ( X , u ) ] =   ∫ 0  u   ( 1 − F  ( x ) ) d x =   𝜆  𝛼 ⋅       𝜆  − 𝛼 + 1 −  ( 𝜆 + u )  − 𝛼 + 1  𝛼 − 1 .


  I L   F    L 0  ( L ) =       𝜆  − 𝛼 + 1 −  ( 𝜆 + L )  − 𝛼 + 1      𝜆  − 𝛼 + 1 −  ( 𝜆 +   L 0 )  − 𝛼 + 1 .


  I L   F 500  ( 1 , 000 ) = 1 . 1683 ,           I L   F 500  ( 2 , 000 ) = 1 . 2307 .


  R O L =   s k ł a d k a   r e a s e k u r a c y j n a  l i m i t   o d p o w i e d z i a l n o ś c i   r e a s e k u r a t o r a .


  E  [  min ⁡   (  max ⁡   ( X − U ; 0 ) ; L ) ] = E  [  min ⁡   ( X ; U + L ) ] − E  [  min ⁡   ( X ; U ) ]


  = E  [  min ⁡   ( X ;   L 0 ) ] ⋅ ( I L   F    L 0  ( U + L ) − I L   F    L 0 ( U ) .


  = E  [  min ⁡   ( X ;   L 0 ) ] ⋅ ( I L   F    L 0  ( U + L ) − I L   F    L 0 ( U ) .


  E  [ N ] ⋅ E  [  min ⁡   (  max ⁡   ( X − U ; 0 ) ; L ) ] = E  [ N ] ⋅ E  [  min ⁡   ( X ;   L 0 ) ] ⋅ ( I L   F    L 0  ( U + L ) − I L   F    L 0  ( U ) ,


  N


  E  [ N ] ⋅ E  [  min ⁡   ( X ;   L 0 ) ]


  300 ⋅  ( 1 . 2307 − 1 . 1683 ) = 18 . 75 .


    18 . 75  1 , 000 = 1 . 875 % .


    R  a =   𝛼  a +     r  f +     𝛽  a ∗  (   R  m −   r  f ) +   𝜀  a ,


    R  a


  a


    R  m


    r  f


    𝜀  a


    𝛽  a


    𝛼  a


    𝛼  a


    𝛼  a


    R  A = 0 . 9 ⋅ 3 % = 2 . 70 % ,                 R  B = 1 . 3 ⋅ 3 % = 3 . 90 % .


    𝛼  a


    𝛼  A = 0 . 0450 − 0 . 0270 = 0 . 0180 ,           𝛼  B = 0 . 035 − 0 . 0390 = − 0 . 0040 .


    𝛼  B < 0


   [         1               0 . 5         0 . 25      0 . 5               1                   0    0 . 25           0                   1 ] .


  S t r a t a = −  ( W a r t o ś ć   ś r o d k ó w   w ł a s y c h   w   m o m e n c i e   t + h − w a r t o ś ć   ś r o d k ó w   w ł a s n y c h   w   m o m e n c i e   t ) .


          = −    ( W a r t o ś ć   a k t y w ó w   w   m o m e n c i e   t + h − w a r t o ś ć   a k t y w ó w   w   m o m e n c i e   t )


          = −    ( W a r t o ś ć   a k t y w ó w   w   m o m e n c i e   t + h − w a r t o ś ć   a k t y w ó w   w   m o m e n c i e   t )


                        +    ( W a r t o ś ć   z o b o w i ą z a ń   w   m o m e n c i e   t + h               − w a r t o ś ć   z o b o w i ą z a ń   w   m o m e n c i e   t ) .


                        +    ( W a r t o ś ć   z o b o w i ą z a ń   w   m o m e n c i e   t + h               − w a r t o ś ć   z o b o w i ą z a ń   w   m o m e n c i e   t ) .


  L =   L  o b l i g a c j e +   L  a k c j e +   L  r e z e r w y ,


    L  a k t y w a = −    ( W a r t o ś ć   a k t y w ó w   w   m o m e n c i e   t + h − w a r t o ś ć   a k t y w ó w   w   m o m e n c i e   t ) ,


    L  z o b o w i ą z a n i a =  ( W a r t o ś ć   z o b o w i ą z a ń   w   m o m e n c i e   t + h                     − w a r t o ś ć   z o b o w i ą z a ń   w   m o m e n c i e   t ) .


    𝒙  T = [ 500 , 300 , 700 ]


  R =  [         1               0 . 5         0 . 25      0 . 5               1                   0    0 . 25           0                   1 ] .


     𝒙  T R 𝒙   = 1 , 074 . 7093 .


  165 ⋅  140  140 + 45 = 124 . 8648 .


  R C  (    L  i |  L ) = E  [    L  i |  L = V a   R  p  ( L ) ] .


  d S  ( t ) = a S  ( t ) d t + b S  ( t ) d W ( t )


  a = 5 % ,   b = 15 %


  3 %


  2 %


  C e n a   o p c j i   p u t =   − N  ( −   d 1 ) S  ( 0 ) + N  (   − d 2 ) K   e  − r T ,


    d 1 =  1  𝜎  T  (  log ⁡   (   S  ( 0 )  K ) +  ( r +     𝜎 2 2 ) T ) ,             d 2 =   d 1 − 𝜎  T .


    d 1 =  1  𝜎  T  (  log ⁡   (   S  ( 0 )  K ) +  ( r +     𝜎 2 2 ) T ) ,             d 2 =   d 1 − 𝜎  T .


  F  ( T ) = F  ( 0 ) ⋅ S  ( T ) ⋅    ( 1 − p )  T ,           F  ( 0 ) = S k ł a d k a ,


  H =  max ⁡   ( F  ( T ) , F  ( 0 ) )


  =  max ⁡   ( F  ( 0 ) − F  ( 0 ) ⋅ S  ( T ) ⋅    ( 1 − p )  T , 0 )


  =  max ⁡   ( F  ( 0 ) − F  ( 0 ) ⋅ S  ( T ) ⋅    ( 1 − p )  T , 0 )


  +   F  ( 0 ) ⋅ S  ( T ) ⋅    ( 1 − p )  T


  +   F  ( 0 ) ⋅ S  ( T ) ⋅    ( 1 − p )  T


    =  ( 1 − p )  T ⋅ F  ( 0 ) ⋅  max ⁡   (  1     ( 1 − p )  T − S  ( T ) , 0 ) + F  ( T ) .


    =  ( 1 − p )  T ⋅ F  ( 0 ) ⋅  max ⁡   (  1     ( 1 − p )  T − S  ( T ) , 0 ) + F  ( T ) .


  r =  log ⁡   ( 1 + 0 . 02 ) ,   𝜎 = 0 . 15 ,   T = 10 ,   K =  1     ( 1 − 3 % ) 10 ,   S  ( 0 ) = 1 ,


     ( 1 − 3 % ) 10 ⋅ 100 ⋅ 0 . 2591 = 19 . 1081


  100 ⋅    ( 1 − 3 % ) 10  


  92 . 8505


  4 %


  P V  ( i ) =   ∑  t = 1  n    C F  ( t )     ( 1 + i )  t .


    d P V ( i )  d i = −  1  1 + i   ∑  t = 1  n    t ⋅ C F  ( t )     ( 1 + i )  t .


      d 2 P V ( i )  d   i 2 =  1     ( 1 + i ) 2   ∑  t = 1  n    t ⋅  ( t + 1 ) ⋅ C F  ( t )     ( 1 + i )  t .


   200     ( 1 + 4 % ) 2 +  500     ( 1 + 4 % ) 4


  = a ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 1 + b ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 3 + c ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 5 ,


  = a ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 1 + b ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 3 + c ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 5 ,


  2 ⋅  200     ( 1 + 4 % ) 3 + 4 ⋅  500     ( 1 + 4 % ) 5 = a ⋅ 1 ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 2 + b ⋅ 3 ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 4 + c ⋅ 5 ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 6 ,


  2 ⋅  200     ( 1 + 4 % ) 3 + 4 ⋅  500     ( 1 + 4 % ) 5 = a ⋅ 1 ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 2 + b ⋅ 3 ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 4 + c ⋅ 5 ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 6 ,


  6 ⋅  200     ( 1 + 4 % ) 4 + 20 ⋅  500     ( 1 + 4 % ) 6 = a ⋅ 2 ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 3 + b ⋅ 12 ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 5 + c ⋅ 30 ⋅  100     ( 1 + 4 % ) 7 .

