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Uwagi

A) W prezentowanych wynikach separatorem dziesietnym (znakiem dziesigtnym) jest kropka
B) W prezentowanych wynikach oszacowan modeli:

e Residual deviance i Resid. Dev — oznacza dewiancje oszacowanego modelu,

e Null deviance — oznacza dewiancje modelu zerowego,

e Deviance — redukcje dewiancji po dodaniu kolejnej zmiennej objasniajacej,

e Df — stopnie swobody,

e Sum Sq - suma kwadratéw,

e log Lik. — logarytm wiarygodnosci,

e log — logarytm naturalny.

C) Dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego.
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D) Wartosci rozkladu chi-kwadrat X?/,a spelniajace warunek P(x? > X?J,a) = .

0.995| 0.99 | 0.975| 0.95 0.9 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
0.000 | 0.000 | 0.001 | 0.004 | 0.016 | 2.706 | 3.841 | 5.024 | 6.635 | 7.879
0.010 | 0.020 | 0.051 | 0.103 | 0.211 | 4.605 | 5.991 | 7.378 | 9.210 | 10.597
0.072 | 0.115 | 0.216 | 0.352 | 0.584 | 6.251 | 7.815 | 9.348 | 11.345 | 12.838
0.207 | 0.297 | 0.484 | 0.711 | 1.064 | 7.779 | 9.488 | 11.143 | 13.277 | 14.860
0.412 | 0.554 | 0.831 | 1.145 | 1.610 | 9.236 | 11.070 | 12.833 | 15.086 | 16.750
0.676 | 0.872 | 1.237 | 1.635 | 2.204 | 10.645 | 12.592 | 14.449 | 16.812 | 18.548
0.989 | 1.239 | 1.690 | 2.167 | 2.833 | 12.017 | 14.067 | 16.013 | 18.475 | 20.278
1.344 | 1.646 | 2.180 | 2.733 | 3.490 | 13.362 | 15.507 | 17.535 | 20.090 | 21.955
1.735 | 2.088 | 2.700 | 3.325 | 4.168 | 14.684 | 16.919 | 19.023 | 21.666 | 23.589
2.156 | 2.558 | 3.247 | 3.940 | 4.865 | 15.987 | 18.307 | 20.483 | 23.209 | 25.188
2.603 | 3.053 | 3.816 | 4.575 | 5.578 | 17.275 | 19.675 | 21.920 | 24.725 | 26.757
3.074 | 3.571 | 4.404 | 5.226 | 6.304 | 18.549 | 21.026 | 23.337 | 26.217 | 28.300
3.565 | 4.107 | 5.009 | 5.892 | 7.042 | 19.812 | 22.362 | 24.736 | 27.688 | 29.819
4.075 | 4.660 | 5.629 | 6.571 | 7.790 | 21.064 | 23.685 | 26.119 | 29.141 | 31.319
4.601 | 5.229 | 6.262 | 7.261 | 8.547 | 22.307 | 24.996 | 27.488 | 30.578 | 32.801
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E) Wartosci rozkladu t-Studenta t, , spelniajagce warunek P(7, > t,,) = a.

0.995 | 0.99 | 0.975| 0.95 0.9 0.1 0.05 | 0.025 0.01 0.005

1 0.008 | 0.016 | 0.039 | 0.079 | 0.158 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 25.452 | 127.32
2 0.033 | 0.067 | 0.142 | 0.289 | 0.509 | 1.886 | 2.920 | 4.303 | 6.965 | 9.925
3 0.055 | 0.099 | 0.176 | 0.277 | 0.424 | 1.638 | 2.353 | 3.182 | 4.541 | 5.841
4 0.073 | 0.116 | 0.181 | 0.238 | 0.355 | 1.533 | 2.132 | 2.776 | 3.747 | 4.604
5 0.087 | 0.129 | 0.189 | 0.246 | 0.374 | 1.476 | 2.015 | 2.571 | 3.365 | 4.032
6 0.099 | 0.141 | 0.198 | 0.256 | 0.395 | 1.440 | 1.943 | 2.447 | 3.143 | 3.707
7 0.108 | 0.152 | 0.207 | 0.267 | 0.417 | 1.415 | 1.895 | 2.365 | 2.998 | 3.499
8 0.117 | 0.162 | 0.217 | 0.280 | 0.440 | 1.397 | 1.860 | 2.306 | 2.896 | 3.355
9 0.125 | 0.172 | 0.227 | 0.292 | 0.463 | 1.383 | 1.833 | 2.262 | 2.821 | 3.250
10 |0.132 | 0.180 | 0.237 | 0.306 | 0.487 | 1.372 | 1.812 | 2.228 | 2.764 | 3.169
20 |0.164 | 0.214 | 0.277 | 0.352 | 0.495 | 1.325 | 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845
30 |0.184 | 0.235 | 0.303 | 0.387 | 0.579 | 1.310 | 1.697 | 2.042 | 2.457 | 2.750
60 | 0.210 | 0.267 | 0.349 | 0.448 | 0.673 | 1.296 | 1.671 | 2.000 | 2.390 | 2.660
120 | 0.222 | 0.282 | 0.369 | 0.477 | 0.717 | 1.289 | 1.658 | 1.980 | 2.358 | 2.617
500 | 0.232 | 0.295 | 0.387 | 0.504 | 0.763 | 1.283 | 1.648 | 1.965 | 2.345 | 2.599
1000 | 0.006 | 0.013 | 0.031 | 0.063 | 0.126 | 1.646 | 1.962 | 2.245 | 2.581 | 2.813
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Zadanie 1

W pewnym portfelu ubezpieczen komunikacyjnych modelowano roczna liczbe szkéd N; za pomoca
regresji Poissona. Dla kazdej polisy znane sa:

Exposure; — ekspozycja w latach,

DriverAge; — wiek kierowcy,
VehPower.; = VehPower; —6 — scentrowana moc pojazdu,
oraz zmienna jakoSciowa Area; € {A, B, C}, gdzie kategoria referencyjna jest A.

Przyjeto model regresji Poissona z logarytmiczna funkcja taczaca oraz offsetem log(Ezposure;).
W modelu uwzgledniono efekty gléwne zmiennych Driver Age, VehPower., Area oraz interakcje
miedzy scentrowang moca pojazdu VehPower, a obszarem uzytkowania pojazdu Area.

Model ma postaé:
N; ~ Poisson(u;),
log(pi) = log(Exposure;) + By + B1DriverAge; + p2VehPower. ;
+ B3AreaB; + BiAreaC;
+ BsVehPower.; : AreaB; + BgVehPower.; : AreaC;.

Otrzymano nastepujace oszacowania parametrow:

Zmienna Estimate
Intercept -2.7500
DriverAge -0.0110
VehPower ¢ 0.0640
AreaB 0.2450
AreaC 0.5100

VehPower c:AreaB -0.0180
VehPower c:AreaC -0.0300

Dla modelu suma kwadratéw reszt Pearsona wyniosta:

(r§P))2 — 7215.9,
1

n
1=
a liczba stopni swobody reszt byla réwna:

df =4993.
Na rysunku 1.1 przedstawiono wykresy diagnostyczne: (i) reszty dewiancyjne wzgledem wartosci

dopasowanych, (ii) standaryzowane reszty Pearsona wzgledem wartosci dopasowanych, (iii) odleglosé
Cooka.
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a)

b)

Reszty dewiancyjne wzgledem wartos$ci dopasowanych

Reszty dewiancyjne

_6 4
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Wartosci dopasowane
Standaryzowane reszty Pearsona
6 .

Stand. reszty Pearsona

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Wartosci dopasowane

Odlegtos¢ Cooka
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Rysunek 1.1: Wykresy diagnostyczne dla modelu regresji Poissona.

(2 pkt) Dla polisy o parametrach:
Exposure = 0.5, DriverAge = 40, VehPower =7, Area = C,

podaj wiersz macierzy modelu X, przyjmujac kolejno$¢ kolumn jak w tabeli wspdétczynnikéw.
Nastepnie oblicz prognozowana wartos¢ E[N] dla tej polisy.

(1 pkt) Oblicz estymator parametru dyspersji i zinterpretuj wynik. Wyjasnij, jak przejscie z
modelu Poissona do modelu quasi-Poissona wptynetoby na btedy standardowe ocen parame-
trow, tj. na SE(5;).

(2 pkt) Na podstawie rysunku 1.1 wskaz dwa potencjalne problemy diagnostyczne modelu. W
odpowiedzi odnie$ si¢ do co najmniej dwéch z trzech wykreséw oraz zaproponuj jedng mozliwa
modyfikacje modelu.
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Rozwigzanie

Zakres literatury
Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

e M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Effective Statistical Learning Methods for Actuaries I, Sprin-
ger, 2019: rozdziaty 4-5.2, w szczegdlnosci: GLM, dewiancja, estymacja, zmienne offset, ocena
dopasowania, testy statystyczne, model Poissona i model ujemny dwumianowy; rozdziaty 7.3
7.4: modelowanie wspoétczynnika dyspersji w modelach GLM.

e M.V. Wiithrich, M. Merz, Statistical Foundations of Actuarial Learning and its Applications,
rozdzial 5: GLM, dewiancja, offset, ocena dopasowania, model Poissona, model ujemny dwu-
mianowy oraz modelowanie wspoétczynnika dyspers;ji.

o E.W. Frees, Regression Modeling with Actuarial and Financial Applications, Cambridge, 2009:
rozdzial 12 — regresja Poissona oraz rozdziat 13 — uogdlnione modele liniowe.

a) Dla rozwazanej polisy:
Exposure = 0.5, DriverAge = 40, VehPower =7, Area = C.

Poniewaz:
VehPower, = VehPower — 6 =1,

oraz dla kategorii C"
AreaB = 0, AreaC =1,

otrzymujemy:
VehPower, : AreaB = 0, VehPower, : AreaC = 1.

Przy kolejnosci kolumn jak w tabeli wspoétczynnikéw:

(Intercept), DriverAge, VehPower., AreaB, AreaC, VehPower. : AreaB, VehPower. : AreaC,

wiersz macierzy modelu ma postac:

’xi: (1, 40, 1, 0, 1, 0, 1).\

Predyktor liniowy z offsetem wynosi:

f; = log(0.5) — 2.7500 — 0.0110 - 40 + 0.0640 + 0.5100 — 0.0300 ~ —3.3391.

Zatem:
E[N;] = j1; = exp(7);) ~ exp(—3.3391) ~ 0.0355.

Ostatecznie:

E[N;] ~ 0.036.

Model przewiduje wiec okoto 0.036 szkody dla tej polisy przy ekspozycji 0.5 roku.
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b)

Estymator parametru dyspersji oparty na resztach Pearsona wynosi:

Zatem:

W klasycznym modelu Poissona zaktada sig:

Var(Ni) = Wi,
czyli ¢ = 1. Otrzymana wartosé qg > 1 wskazuje na nadmierna dyspersje, a wiec zmiennosé
liczby szkéd wieksza niz wynikaloby to z modelu Poissona.

W modelu quasi-Poissona przyjmuje si¢:
Var(Ni) = qf)ﬂz

Przejscie do modelu quasi-Poissona zwykle nie zmienia ocen parametréw f;, ale zwigksza
bledy standardowe ocen parametrow:

SE(Bj) mnozy sie w przyblizeniu przez \/T ~ Vv 1.45 ~ 1.20.

Bledy standardowe bylyby wiec okoto 20% wieksze, co obnizaloby wartosci statystyk testowych
i zwiekszatoby wartosci p-value.

Na podstawie wykreséw diagnostycznych mozna wskazaé nastepujace potencjalne problemy
modelu.

Po pierwsze, wykres standaryzowanych reszt Pearsona pokazuje obserwacje przekraczajace
poziomy okoto
-3 oraz 3.

Oznacza to wystepowanie obserwacji potencjalnie odstajacych. Jest to zgodne z wynikiem z
punktu b), czyli z sygnatem nadmiernej dyspers;ji.

Po drugie, na wykresie reszt dewiancyjnych wzgledem wartoéci dopasowanych wida¢ rozrzut
reszt oraz pojedyncze obserwacje wyraznie oddalone od zera, zwlaszcza dla wiekszych war-
tosci dopasowanych. Moze to oznaczaé, ze model nie opisuje w pelni zmiennosci w portfelu,
szczegolnie dla polis o wyzszym przewidywanym ryzyku.

Po trzecie, wykres odlegloéci Cooka wskazuje kilka obserwacji o wyraznie wiekszym wplywie
niz pozostale. Takie obserwacje nalezy przeanalizowa¢, poniewaz moga istotnie wplywaé na
oszacowania parametréw.

Mozliwa modyfikacja modelu:

zastosowanie modelu quasi-Poissona albo modelu ujemnego dwumianowego.

Alternatywnie mozna rozwazy¢ dodanie nieliniowych efektéw wybranych zmiennych, np. splaj-
néw dla wieku kierowcy lub mocy pojazdu, dodatkowych interakcji albo osobng analize obser-
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wacji wpltywowych.

‘Whniosek:

Diagnostyka wskazuje przede wszystkim na nadmierna dyspersje oraz obserwacje

odstajace lub wplywowe.
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Zadanie 2

W pewnym zaktadzie ubezpieczen analizowano rezygnacje z odnowienia polisy komunikacyjne;j.
Niech Y; = 1 oznacza rezygnacje z odnowienia polisy, ¥; = 0 oznacza odnowienie polisy, a m; =
P(Y;=1).

W modelu wykorzystano nastepujace zmienne objasniajace:

o Age.; = Age; —40, gdzie Age; oznacza wiek klienta w latach; zmienna jest scentrowana wokaot
40 lat,

e Tenure; — staz klienta w zakladzie ubezpieczen, wyrazony w latach,

e ChannelOnline; — zmienna zero-jedynkowa przyjmujaca wartosé 1 dla klientow obstugiwanych
przez kanal online oraz 0 dla klientéw obstugiwanych przez agenta,

o SegmentHigh; — zmienna zero-jedynkowa przyjmujaca warto$¢ 1 dla klientow z segmentu
wysokiej sktadki oraz 0 dla pozostalych klientow.

Rozwazono modele logitowe:

My: log 1 Ti -=fo+ Br1Agec; + BoTenure; + B3ChannelOnline; + fsSegment High;,

—

oraz model My, ktéry dodatkowo zawiera interakcje:
Age. : ChannelOnline oraz Tenure : SegmentHigh.

Dla modelu Mj otrzymano:

Zmienna Estimate Std. Error  z value p-value
Intercept -1.850 0.090 -20.556 < 2-10716
Age ¢ -0.030 0.006  -5.000 5.7-1077
Tenure -0.120 0.020 -6.000 2.0-107°
ChannelOnline 0.420 0.110 3.818 0.0001
SegmentHigh 0.760 0.130 5.846 5.0-107°
Age_ c:ChannelOnline 0.022 0.008 2.750 0.0060
Tenure:SegmentHigh -0.080 0.030  -2.667 0.0077

Ponadto:
D(Ms) =1831.4, df(Msy)=2993, AIC(Msy)=1845.4,

D(My) = 1842.6, df(My) = 2995, AIC(M;) = 1852.6.

W powyzszym zapisie D(M) oznacza dewiancje resztowa modelu M, a df (M) oznacza liczbe stopni
swobody reszt.

Na rysunku 2.1 przedstawiono krzywa ROC oraz wykres kalibracji decylowej dla modelu Ms.
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czutosc

Czestos¢ obserwowana w decylu

Krzywa ROC dla modelu M2 (AUC = 0.68)
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Srednie prawdopadobienstwo prognozowane w decylu

Rysunek 2.1: Krzywa ROC i wykres kalibracji decylowej dla modelu logitowego M.

(2 pkt) Zinterpretuj interakcje Age. : ChannelOnline. Oblicz iloraz szans rezygnacji dla
kanatu online wzgledem kanatu agenta dla klienta w wieku 40 lat oraz dla klienta w wieku 55
lat, przy pozostalych zmiennych ustalonych. Wyjasnij, czy wpltyw kanatu online na rezygnacje
rosnie, czy maleje wraz z wiekiem klienta.

(1 pkt) Zweryfikuj na poziomie istotnosci 0.05, czy dodanie interakcji w modelu My istotnie
poprawia dopasowanie wzgledem modelu Mj.

(2 pkt) Na podstawie rysunku 2.1 ocen jako$é modelu My z punktu widzenia: (i) zdolnosci po-
rzadkowania ryzyk, (ii) kalibracji prognozowanych prawdopodobieristw. Wskaz jedna mozliwa
modyfikacje modelu albo procedury wdrozeniowej, jesli model miatby by¢ wykorzystywany do
decyzji taryfowych lub retencyjnych.

10
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Rozwigzanie

Zakres literatury
Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

e M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Effective Statistical Learning Methods for Actuaries I, Sprin-
ger, 2019: rozdzialy 4-5.2, w szczegdlnosci uogdlnione modele liniowe, dewiancja, estymacja,
ocena dopasowania modelu i testy statystyczne.

e M.V. Wiithrich, M. Merz, Statistical Foundations of Actuarial Learning and its Applications,
rozdzial 4.1-4.2: ocena dopasowania i zdolnosci predykcyjnej modeli, w tym kryterium AIC,
oraz rozdzial 5: GLM, dewiancja, estymacja i testy statystyczne.

e G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R, Springer, 2021: rozdzialy 4.1-4.5 1 4.7.2, w szczegdlnosci klasyfikacja i
regresja logistyczna.

o E.W. Frees, Regression Modeling with Actuarial and Financial Applications, Cambridge, 2009:
rozdziat 11 — regresja logistyczna.

a) W modelu My wplyw kanalu online na logarytm ilorazu szans rezygnacji zalezy od wieku
klienta. Dla ustalonej wartosci Age., przy pozostalych zmiennych bez zmian, logarytm ilorazu
szans rezygnacji dla kanatu online wzgledem kanalu agenta wynosi:

1Og(ORonline/agent) = BChannelOnline + BAgec:ChannelOnlineAgec-

Dla klienta w wieku 40 lat mamy Age. = 0, wiec:

O Ronline/agent (40) = exp(0.420) ~ 1.52.

Dla klienta w wieku 55 lat mamy Age, = 15, wigc:

O R pnline jagent (55) = exp(0.420 + 0.022 - 15) = exp(0.750) ~ 2.12.

Zatem:

ORonline/agent(40) ~ 1.52, ORonline/agent(55) ~ 2.12.

Dodatnia wartos¢ wspoétczynnika przy interakeji

BAgec:ChannelOnline = 0.022

oznacza, ze wptyw kanalu online na szanse rezygnacji roénie wraz z wiekiem klienta. Innymi
stowy, réznica miedzy klientami obstugiwanymi online i przez agenta jest wieksza dla starszych
klientéw.

b) Testujemy hipotezy:

Hy : ﬁAgec:ChannelOnline = 07 6Tenure:SegmentHigh = 07

H; : co najmniej jeden z powyzszych wspélczynnikéw jest rézny od zera.

11
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Statystyka testu ilorazu wiarygodnosci dla modeli zagniezdzonych moze by¢ zapisana jako
réznica dewiancji:

D = D(M,) — D(M;y) = 1842.6 — 1831.4 = 11.2.
Roéznica liczby stopni swobody wynosi:

df (My) — df (Ms) = 2995 — 2993 = 2.

Przy Hy:
D % x*(2).

Na poziomie istotnosci 0.05 wartosé¢ krytyczna wynosi okoto:

X%;o.05 = 5.99.

Poniewaz:
2
11.2 > X2;0_05,

odrzucamy hipoteze zerowa. Dodanie interakcji w modelu Ms istotnie poprawia dopasowanie
wzgledem modelu M.

Whiosek jest zgodny z kryterium AIC:
AIC (M) = 1845.4 < 1852.6 = AIC(M;).

Nizsza wartos¢ AIC rowniez przemawia za wyborem modelu Mo.

Krzywa ROC dla modelu My lezy powyzej linii losowej klasyfikacji, a wartosé
AUC = 0.68

wskazuje na umiarkowang zdolnosé porzadkowania ryzyk. Model jest lepszy od losowego po-
rzadkowania, ale jego moc dyskryminacyjna nie jest bardzo wysoka.

Wykres kalibracji decylowej wskazuje, ze dla wielu decyli, zwlaszcza wyzszych, czestosé ob-
serwowana jest wieksza od Sredniego prognozowanego prawdopodobienistwa. Oznacza to, ze
model moze zaniza¢ prawdopodobienstwo rezygnacji w grupach o wyzszym prognozowanym
ryzyku.

Mozliwa modyfikacja modelu albo procedury wdrozeniowej:

przeprowadzié¢ kalibracje prognozowanych prawdopodobienstw albo rozszerzy¢ mo-

del o efekty nieliniowe.

12
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Zadanie 3

W pewnym portfelu ubezpieczen majatkowych analizowano duze szkody X; wyrazone w tys. zl.
Dostepna jest proba liczaca n = 5000 szkdéd. Aktuariusz chee oszacowaé wysoki kwantyl rozktadu
szkéd z wykorzystaniem metody POT (Peaks Over Threshold).

Dla ustalonego progu u rozwazane sa nadwyzki:

Yi=X;—u| X; >u.

Przyjeto, ze dla odpowiednio wysokiego progu u rozktad nadwyzek mozna przyblizy¢ uogdlnionym
rozkladem Pareto (GPD). Funkcja przezycia dla Y; ma postaé:

y\ /¢
P(Y>y|X>u):(1—|—§ﬂ> , E£0, B5>0.

Prawdopodobienstwo przekroczenia progu u estymujemy empirycznie:

Ny
P(X >u) =~ o

gdzie N, oznacza liczbe obserwacji wigkszych od progu .

Dla wybranych progéw otrzymano nastepujace oszacowania parametréow GPD:

A

Prég u  Liczba przekroczen N, é SE (é ) B

150 540 0.18 0.045 70
175 410 0.24 0.050 76
200 310 0.28 0.085 85
225 210 0.29 0.065 96
250 120 0.41 0.110 122

Na rysunku 3.1 przedstawiono wykresy diagnostyczne: (i) mean excess plot, (ii) wykres stabilnosci
parametru ksztattu &.

13
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Mean excess plot
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Rysunek 3.1: Wykresy diagnostyczne stluzace do wyboru progu oraz oceny dopasowania modelu
POT.

a) (2 pkt) Na podstawie tabeli oraz rysunku 3.1 wskaz, ktéry prég u (ze wskazanych w tej
tabeli) nalezy uzna¢ za najbardziej uzasadniony do modelu POT. W odpowiedzi odnie$ sie do
stabilnoéci parametru &, ksztaltu mean excess plot oraz liczby przekroczen.

b) (3 pkt) Dla wybranego progu wyprowadz postaé¢ estymatora funkcji przezycia szkody X dla
x > u, korzystajac z zaleznosci:

PX>z)=PX>u)P(X >z |X >u).

Nastepnie oszacuj kwantyl rzedu 0.995 dla szkody X.
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Rozwigzanie

Zakres literatury

Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

b)

M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Effective Statistical Learning Methods for Actuaries I, Sprin-
ger, 2019: rozdzial 9 — teoria wartosci ekstremalnych, wykresy kwantylowe, wykresy dalszego
trwania zycia, rozktad nadwyzki szkody, miary ryzyka w ogonie oraz model POT.

A.J. McNeil, R. Frey, P. Embrechts, Quantitative Risk Management: Concepts, Techniques
and Tools, Princeton, 2015: rozdziat 5 — teoria wartosci ekstremalnych, rozktad nadwyzek,
model POT oraz estymacja wysokich kwantyli i miar ryzyka w ogonie.

H. Albrecher, J. Beirlant, J. Teugels, Reinsurance: Actuarial and Statistical Aspects, Wiley,
2017: rozdziaty 3.4, 4.1 oraz 3.5, 4.2 — wykresy diagnostyczne dla ogona, modele duzych szkod
i teoria wartosci ekstremalnych.

Najbardziej uzasadnionym wyborem progu jest:

Dla nizszych progéw pozostaje wiecej przekroczen, ale oszacowania parametru ksztaltu sa
jeszcze wyraznie zmienne i mogg obejmowaé obserwacje spoza wladciwego ogona rozktadu.
Dla progéw u = 200 oraz u = 225 wartosci

€a00 = 0.28,  €yp5 = 0.29
sa juz stabilne. Jednoczesnie dla progu u = 200 pozostaje wiecej przekroczen:
Nago = 310,

podczas gdy dla u = 225 tylko
Naos = 210.

Mean excess plot od okolic u = 180-200 ma rosnacy, w przyblizeniu liniowy charakter, co jest
zgodne z ciezkim ogonem i dodatnia wartoscia parametru . Préog uw = 250 wydaje sie mniej
korzystny, poniewaz liczba przekroczen spada do 120, a oszacowanie f = 0.41 ma znacznie
wiekszy blad standardowy.

Wybér u = 200 jest wigc kompromisem miedzy obciazeniem wynikajacym ze zbyt niskiego
progu a duza wariancja estymacji przy zbyt wysokim progu.

Dla x > u:
PX>z)=PX>u)P(X>z|X >u).

Poniewaz Y = X — u, mamy:

PX>z|X>u)=PY >z—ul|X >u).

Korzystajac z funkcji przezycia GPD oraz z empirycznego oszacowania prawdopodobienstwa
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przekroczenia progu:

N,
P(X >u) ~ —,
n

otrzymujemy estymator funkcji przezycia szkody X dla z > wu:

n

~1/¢
PX > a) = Nu <1+éxg“> .

Dla wybranego progu u = 200:

A~ A

n = 5000, N, = 310, £ =0.28, B = 85.

Kwantyl rzedu p speinia:
P(X >qp)=1-p.

Po przeksztalceniu otrzymujemy:

Dla p = 0.995:
85 | /5000 —0.28
fo.095 = 2 | ==.0.005 — 1| ~ 510.8.
Go.095 =200+ o8 [( 310 )
Zatem:
tys. zl.

Interpretacja: wedtug modelu POT okoto 0.5% szkdéd przekracza poziom okoto 511 tys. zt.
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Zadanie 4

W portfelu ubezpieczen majatkowych analizowano wysokosci szkod X7, ..., X,,, wyrazone w tys. zl.
Dostepna jest préba n = 300 niezaleznych szkéd. Aktuariusz rozwaza dwie wielkosci:

61 = BIX], 6= E[(X — 100),],

gdzie 0 oznacza oczekiwang nadwyzke szkody ponad udzial wtasny 100 tys. zt.

7 préby otrzymano:
n

A _ A 1
fL =X =386 0y = — X; —100)L =4.9.
1 ) 2 n ;( )+

Wykonano B = 2000 replikacji bootstrapu nieparametrycznego. Otrzymano nastepujace wyniki:

Estymator Wartoéé z préby — Srednia bootstrapowa  Odch. stand.  gos0  Go7.5%

0; 38.6 39.1 54 298 516
03 4.9 5.8 36 11 147

Na rysunku 4.1 przedstawiono rozktady bootstrapowe estymatorow éi‘ oraz ég

Bootstrap: srednia szkoda 61 = E[X]
1 H

0.08 - : Po—— 4,=386
T percentyle 2.5% i 97.5%

0.05 A

0.04

0.03 A

Gestos¢ empiryczna

0.02 A

25 30 35 40 45 50 55 60
Wartos¢ 6;

Bootstrap: oczekiwana nadwyzka 0, = E[(X — 100) , ]
0.16 :
—— &,=49
----- percentyle 2.5% i 97.5%

0.14 A

0.12 A

0.10 A

0.08 A

0.06 A

Gestos¢ empiryczna

0.04

0 5 10 15 20 25 30 35
Wartos¢ 6

Rysunek 4.1: Rozktady bootstrapowe estymatoréw sredniej szkody i oczekiwanej nadwyzki ponad
udzial wlasny.
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a)

b)

(2 pkt) Dla obu estymatoréw oblicz obciazenie bootstrapowe. Wyjasnij, dlaczego estymator
02 = E[(X — 100)4+] moze by¢ bardziej wrazliwy na pojedyncze duze szkody niz estymator
sredniej szkody.

(1 pkt) Dla obu wielkosci podaj 95% przedzialy ufnosci metoda percentylowa. Poréwnaj sze-
rokosé wzgledna tych przedzialéw, rozumiang jako:

q997.5% — 42.5%

~

0

Ktéra wielko$é jest oszacowana z wieksza wzgledng niepewnoscia? Zinterpretuj wynik z punktu
widzenia wyceny ochrony z udzialem wtasnym.

(2 pkt) Wyjadnij, dlaczego zwykly bootstrap nieparametryczny moze zaniza¢ niepewnosé es-
tymacji wielkosci ogonowych, jezeli w probie znajduje si¢ mato bardzo duzych szkéd. Wskaz,
jedna mozliwg alternatywe lub modyfikacje metody bootstrapowej w takiej sytuacji.
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Rozwigzanie

Zakres literatury

Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

b)

M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Effective Statistical Learning Methods for Actuaries I, Sprin-
ger, 2019: rozdziat 3.7 — bootstrap.

M.V. Wiithrich, M. Merz, Statistical Foundations of Actuarial Learning and its Applications,
rozdzial 4.3 — bootstrap.

M.V. Wiithrich, C. Buser, Data Analytics for Non-Life Insurance Pricing, rozdzial 7.1 — bo-
otstrap.

G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R, rozdzialy 5.2 1 5.3 — bootstrap oraz metody resamplingowe.

Obciazenie bootstrapowe estymatora rozumiemy jako réznice miedzy srednig bootstrapowsa a
wartoscig estymatora obliczona z proby.

Dla éredniej szkody:
biaspeet(61) = 39.1 — 38.6 = 0.5.

Dla oczekiwanej nadwyzki ponad udzial wlasny:

biasmoor (f2) = 5.8 — 4.9 = 0.9.

Zatem:

— A~ — A

biaspeot(01) = 0.5, biaspeet(2) = 0.9.

Estymator

n

> (X —100).4

i=1

b=
n
jest bardziej wrazliwy na pojedyncze duze szkody niz estymator Sredniej szkody, poniewaz
obserwacje ponizej progu 100 tys. zt nie wnosza do niego dodatniego wktadu, natomiast poje-
dyncza bardzo duza szkoda moze wygenerowaé duza nadwyzke. W rezultacie wartosé 05 zalezy
silniej od prawego ogona rozkladu szkdd niz zwykta $rednia.

Percentylowe przedzialy ufnosci 95% odczytujemy bezposrednio z kwantyli rozkladéw boot-
strapowych.

Dla $redniej szkody:

|CToo5(01) = [29.8, 51.6]. |

Dla oczekiwanej nadwyzki:

| Clogs(02) = [1.1, 14.7). |

Wzgledna szeroko$é przedziatu dla 67 wynosi:

51.6 —29.8
386 0.565.
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Wzgledna szeroko$é przedziatu dla 62 wynosi:

14.7-1.1

~ 2.78.
4.9 s

Zatem:

02 jest oszacowana ze znacznie wieksza wzgledna niepewnoscia.

Interpretacja aktuarialna jest taka, ze wycena ochrony ponad udzial wlasny jest duzo bardziej
niepewna niz estymacja przecietnej wysokosci szkody. Wynika to z faktu, ze sktadka za ochrone
nadwyzkowsq zalezy gtéwnie od rzadkich, duzych szkdd, czyli od ogona rozktadu.

Zwykty bootstrap nieparametryczny losuje obserwacje ze zwracaniem wytacznie z danych
empirycznych. Oznacza to, ze w probach bootstrapowych moga pojawi¢ sie tylko szkody juz
zaobserwowane w probie.

Jezeli w prébie jest malo bardzo duzych szkdd, bootstrap moze zanizaé niepewnosé estymacji
wielkosci ogonowych. Po pierwsze, nie generuje szkéd wickszych niz najwicksza szkoda zaobser-
wowana w probie. Po drugie, rozklad bootstrapowy wielkosci ogonowej moze by¢ zdominowany
przez to, ile razy wylosowano kilka najwickszych obserwacji. W konsekwencji metoda moze
nie odzwierciedla¢ petnej niepewnosci zwiazanej z prawym ogonem rozkladu.

Mozliwa modyfikacjg jest zastosowanie bootstrapu parametrycznego lub semiparametrycznego
dla ogona rozktadu, np. po dopasowaniu modelu POT/GPD do duzych szkdéd. W podejsciu
semiparametrycznym $rodek rozkladu mozna prébkowaé empirycznie, a ogon generowaé z do-
pasowanego modelu parametrycznego. Alternatywnie mozna wykonaé¢ analize wrazliwosci na
najwieksze szkody albo wykorzysta¢ dtuzszy okres obserwacji, jezeli portfel pozostaje pordw-
nywalny.

Dla wielkosci ogonowych zwykly bootstrap empiryczny moze by¢ niewystarczajacy.
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Zadanie 5

Dla portfela aktywoéw stanowigcych pokrycie rezerw techniczno-ubezpieczeniowych analizowano
dzienne logarytmiczne stopy zwrotu:

Tt:log( Fi ) t=1,...,1500.

Aktuariusz chce ocenié, czy szereg r; mozna traktowaé jako bialy szum o stalej wariancji, czy tez

nalezy uwzgledni¢ zmienno$é¢ warunkowa.

Dla stép zwrotu oraz kwadratéw stop zwrotu wykonal testy Ljunga—Boxa, otrzymujac nastepujace

wyniki:
Test Statystyka df p-value
Ljung-Box dla 74, lag = 20 24.8 20 0.211
Ljung-Box dla r?, lag = 20 96.4 20 < 0.001

Nastepnie oszacowal model AR(1)-GARCH(1,1):

re =+ ¢ri—1 + ay, ay = 02, z¢ ~ iid N(O, 1),

U?ZW‘Faagfl"’_ﬂO’?fl) w>07 047,820

Otrzymal nastepujace oszacowania parametrow:

A

f=0.00012, &=0045 & =0.000018,

N

& = 0.080, £ = 0.900.
Dla ostatniej obserwacji w prébie przyjat:
rp = —0.012, ar = 0.00036, 62 = 0.00025.

a) (2 pkt) Na podstawie wynikéw testéw Ljunga—Boxa ocen, czy: (i) w szeregu r; wystepuje
istotna autokorelacja, (ii) w szeregu r? wystepuje zaleznogé $wiadczaca o zmiennogci warun-
kowej. Wyjasnij, dlaczego model bialego szumu o statej wariancji moze by¢ niewystarczajacy,
mimo ze test Ljunga—Boxa dla samego szeregu 74 nie prowadzi do odrzucenia hipotezy o braku
autokorelacji.

b) (3 pkt) Dla oszacowanego modelu AR(1)-GARCH(1,1):
(i) sprawdz warunek stacjonarnosci wariancji,
(ii) oblicz wariancje bezwarunkowa skladnika losowego ay,

(iii) oblicz prognoze warunkowej wartosci oczekiwanej E(rpy; | Fr) oraz prognoze wariancji
warunkowej 67. ;.
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Rozwigzanie

Zakres literatury
Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

e A.J. McNeil, R. Frey, P. Embrechts, Quantitative Risk Management: Concepts, Techniques
and Tools, revised edition, Princeton, 2015: rozdziat 3.1 — wlasnosci szeregdéw czasowych stop
zwrotu, w tym grupowanie zmiennosci; rozdzial 4 — szeregi czasowe, w szczegdlnosci stacjo-
narno$¢, autokorelacja, modele ARMA, ARCH/GARCH, prognozowanie, estymacja i ocena
dopasowania.

e E.W. Frees, Regression Modeling with Actuarial and Financial Applications, Cambridge, 2009:
rozdzialy 7-9 — szeregi czasowe, w tym stacjonarno$é, autokorelacja, modele ARMA, ARCH/GARCH,
prognozowanie, estymacja i ocena dopasowania.

a) Dla szeregu stép zwrotu 7, warto$é p-value w tescie Ljunga—Boxa wynosi:
p=0.211.

Na poziomie istotnosci 0.05 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o braku autokorelacji.
Oznacza to, ze w samych stopach zwrotu nie wida¢ istotnej zaleznosci liniowej.

Dla szeregu kwadratéw stop zwrotu r? otrzymano:
p < 0.001.

Na poziomie istotnosci 0.05 odrzucamy hipoteze o braku autokorelacji w kwadratach stép
zwrotu. Wskazuje to na zalezno$é w zmiennosci, czyli na efekt ARCH/GARCH.

‘Whiosek:

Brak istotnej autokorelacji w r; nie oznacza stalej wariancji. ‘

Szereg moze przypominaé bialy szum w $Sredniej, ale jednoczesnie wykazywaé grupowanie
zmienno$ci. Dlatego model biatego szumu o statej wariancji jest niewystarczajacy, a zastoso-
wanie modelu GARCH jest uzasadnione.

b) (i) Warunek stacjonarno$ci wariancji.

Dla modelu GARCH(1,1) warunek stacjonarnosci wariancji ma postac:
a+ 3 <1

W tym przypadku:
& + B = 0.080 +0.900 = 0.980 < 1.

Zatem:

warunek stacjonarnosci wariancji jest spetniony.

Jednoczesnie suma parametrow jest bliska jednosci, co oznacza duza trwalo$é¢ szokéw zmien-
noéci.

(ii) Wariancja bezwarunkowa.
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Wariancja bezwarunkowa sktadnika losowego a; wynosi:

w
V. =
ar(at) Tp—
Po podstawieniu oszacowan:
— 0.000018
Var(at) = = 0.00009.

1—0.080 — 0.900

Zatem:

Var(a;) = 0.0009.

Odpowiadajace bezwarunkowe odchylenie standardowe wymnosi 0.03, czyli okoto 3% dziennie.
(iii) Prognozy na okres T + 1.

Prognoza warunkowej wartoéci oczekiwanej wynosi:

E(’I“T_H | ]:T) - ,& + QETT.
Po podstawieniu:

E(rry1 | Fr) = 0.00012 + 0.045 - (—0.012) = —0.00042.

Zatem:

|E(rry1 | Fr) = —0.00042.

Prognoza wariancji warunkowej wynosi:
) ~ ) Aa2
UT+1 =w+ CYGT + BO’T.
Po podstawieniu:

&%H = 0.000018 + 0.080 - 0.00036 + 0.900 - 0.00025 = 0.0002718.

Zatem:

67,1 = 0.0002718.

Odpowiadajace odchylenie standardowe warunkowe wynosi:

6741 ~ v/0.0002718 ~ 0.0165,

czyli okoto 1.65% dziennie.
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Zadanie 6

W pewnym portfelu ubezpieczenn komunikacyjnych poréwnano dwa modele taryfikacyjne: model A
oraz model B. Dla kazdej polisy znany jest rzeczywisty koszt ryzyka w okresie testowym Y; oraz
sktadki czyste

prognozowane odpowiednio przez modele A i B.

Dane przedstawione sa w ponizszej tabeli. Wszystkie wartoéci podano w tych samych jednostkach

pienieznych.
Polisa Y; aft AP
1 80 90 100
2 130 120 240
3 160 180 180
4 180 210 140
5 230 260 300
6 300 290 260
7 400 350 430
8 520 500 350

Dla obu modeli zachodzi globalny warunek bilansu:

Svi=Y "t =" af =2000.

W tym zadaniu przyjmij nastepujacy sposéb konstrukcji krzywych. Dla wybranego modelu polisy
porzadkujemy rosnaco wedlug prognozowanej sktadki czystej fi;.

Dla ay = k/n, gdzie k = 0,1,...,n, definiujemy dwie wielkosci:

ko~ k
2P0 ooy = 220

LC(ap) = > .
() e i=1Yi

W powyzszych wzorach indeks (j) oznacza j-ta polise po uporzadkowaniu rosnaco wedlug fi;.

Na rysunku 6.1 przedstawiono krzywe LC oraz C'C dla obu modeli.
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Rysunek 6.1: Krzywe udziatu sktadki prognozowanej LC' i koncentracji szkdd rzeczywistych CC dla
modeli taryfikacyjnych A oraz B.

Do obliczenia wspotczynnika Giniego dla krzywej LC przyjmij:

Ao =03625, AP, =0.3831,

gdzie Af‘c i AB,, oznacza pole pod krzywa LC odpowiednio dla modelu A i B.

a) (1 pkt) Dla kazdego z modeli wyznacz wartoéci LC(0.5) oraz CC(0.5), czyli wartosci krzywych

dla 50% polis o najnizszych prognozowanych sktadkach czystych.

b) (2 pkt) Oblicz wspétezynniki Giniego dla modeli A oraz B. Ktéry model silniej réznicuje

sktadki pomiedzy ryzykami? Czy sam wyzszy wspotczynnik Giniego wystarcza do stwierdze-

nia, ze model taryfikacyjny jest lepszy? Uzasadnij odpowiedz.

c) (2 pkt) Na podstawie rysunku 6.1 poréwnaj modele A i B z punktu widzenia zgodnosci krzywej

CC z krzywa LC. Wyjasnij, co oznacza sytuacja, w ktérej dla pewnego zakresu a krzywa C'C

lezy wyraznie ponizej albo powyzej krzywej LC.
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Rozwigzanie

Zakres literatury
Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

e M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Effective Statistical Learning Methods for Actuaries II,
Springer, 2021: rozdzial 6.3, w szczegdlnoséci podrozdzialy 6.3.4-6.3.5 dotyczace krzywych
koncentracji, krzywych Lorenza oraz oceny jakosci predyktora taryfowego; podrozdzial 6.3.6
dotyczacy poréwnywania predyktoréw.

e E.W. Frees, G. Meyers, A.D. Cummings, prace dotyczace wykorzystania indeksu Giniego w
taryfikacji ubezpieczeniowej, przywotywane w bibliografii rozdziatu 6 ksiazki Denuit, Hainaut,
Trufin.

a) Dla modelu A kolejnosé polis wedlug rosnacych wartosci /jf jest taka sama jak w tabeli. Dla
50% polis o najnizszych prognozowanych sktadkach bierzemy polisy 1,2, 3, 4. Otrzymujemy:

90 + 120 + 180 + 210

LCA(0.5) = 5000 = 0.300,
130 + 160 + 1
CCp(0.5) = 20T 30230060 180 ) 975,

Dla modelu B cztery najnizsze prognozy odpowiadaja polisom:

1, 4, 3, 2.
Stad: 100 + 140 + 180 + 240
LCB(0.5) = 5000 = 0.330,
80 + 180 + 160 + 130
COp(0.5) = 2 2;;00 0 _ 0275,
Zatem:

|LCA(0.5) = 0300, CC4(0.5) = 0.275,

| LCp(0.5) = 0.330, CCp(0.5) = 0.275. |

W obu modelach w dolnej potowie portfela udziat szkdd rzeczywistych jest nizszy niz udzial
skladki prognozowane;j.

b) Wspélezynnik Giniego dla krzywej LC liczony jest jako:

G =2(0.5— Arc).

Dla modelu A:
G4 =2(0.5—0.3625) = 0.275.

Dla modelu B:
Gp =2(0.5—0.3831) = 0.2338.

Zatem:

]GA = 0.275, Gp = 0.2338.
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Model A silniej réznicuje prognozowane skladki miedzy ryzykami, poniewaz ma wyzszy wspol-
czynnik Giniego.

Sam wyzszy wspotczynnik Giniego nie wystarcza jednak do stwierdzenia, ze model taryfika-
cyjny jest lepszy. Wspoétezynnik Giniego dla krzywej LC' mierzy przede wszystkim zréznico-
wanie prognozowanych sktadek. Nie przesadza natomiast, czy to zréznicowanie jest zgodne z
rzeczywista struktura szkdd. Dlatego nalezy ocenia¢ rowniez zgodnosé krzywej koncentracji
szkdéd C'C' z krzywa udziatu sktadki prognozowanej LC, a takze kalibracje i stabilno$¢ modelu.

Na podstawie rysunku widaé, ze dla obu modeli krzywe LC i CC' sa stosunkowo blisko siebie,
ale nie pokrywaja si¢ idealnie.

Dla modelu A krzywa CC4 przez wigksza cze$é zakresu lezy nieco ponizej krzywej LC4.
Oznacza to, ze wsrdd polis o nizszych prognozowanych sktadkach udziat rzeczywistych szkod
jest nieco nizszy niz udzial przypisanej im sktadki prognozowanej.

Dla modelu B rozbiezno$ci miedzy LCp i CCp sa widoczne szczegdlnie w $rodkowej czesci
portfela. W tej czeéci portfela udzial rzeczywistych szkdd jest nizszy niz udzial sktadki pro-
gnozowanej, co moze wskazywacé na relatywne przeszacowanie ryzyka wsréd polis o nizszych
i drednich prognozach.

Ogodlnie:

CC(a) < LC(av)
oznacza, ze w grupie 100a% polis o najnizszych prognozowanych sktadkach udzial szkéd rze-
czywistych jest nizszy niz udzial sktadki prognozowanej. Taka cze$é portfela jest wzglednie
przeszacowana.

Natomiast:
CC(a) > LC(«)

oznacza, ze udzial szkéd rzeczywistych jest wyzszy niz udzial sktadki prognozowanej. Taka
czesé portfela jest wzglednie niedoszacowana.

‘Whiosek:

dobry model taryfikacyjny powinien nie tylko réznicowac sktadki, ale robi¢ to zgod-

nie z rzeczywistym kosztem ryzyka.
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Zadanie 7

Aktuariusz przygotowuje model rezerw szkodowych dla portfela ubezpieczenn komunikacyjnych. Mo-
del ma zosta¢ wykorzystany przy zamknieciu roku oraz w materiale dla zarzadu.

W trakcie prac ustalono, ze dane za lata 2019-2020 sa czeSciowo niekompletne z powodu migracji
systemu, czes¢ informacji o datach zgloszenia pochodzi od zewnetrznego dostawcy, a model zmie-
niono wzgledem poprzedniego roku: zmodyfikowano segmentacje portfela oraz sposob traktowania
wysokich szkdd. Dla nowej wersji modelu wykonano testy wrazliwosci na inflacje szkod, liczbe wy-
sokich szkdéd oraz wybér okresu kalibracji.

Rozwaz te sytuacje z punktu widzenia Krajowego Standardu Aktuarialnego Polskiego Stowarzysze-
nia Aktuariuszy Praktyka aktuarialna.

a) (3 pkt) Wskaz, jakie dzialania powinny zosta¢ wykonane przed uzyciem zmodyfikowanego
modelu do wyznaczenia rezerw.

b) (2 pkt) Wskaz, jakie informacje powinny znalezé sie w raporcie dla zarzadu, aby uzytkownicy
wlasciwie rozumieli wyniki.
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Odpowiedzi

Zakres literatury

Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

e Krajowy Standard Aktuarialny Polskiego Stowarzyszenia Aktuariuszy — Praktyka Aktuarialna,

2022: w szczegdlnosci podrozdzialy 2.3, 2.5, 2.7, 2.10 oraz 3.1-3.2, dotyczace polegania na

informacjach od stron trzecich, jakosci i brakow danych, zalozen i metodologii, zarzadzania

modelami, walidacji, testéw wrazliwosci oraz raportowania.

Actuarial Aspects of ERM for Insurance Companies, 2016: podrozdziaty 3.5.2-3.5.3, dotyczace

kalibracji i walidacji modeli aktuarialnych, analizy wrazliwosci oraz danych wykorzystywanych

w modelach.

Przed wykorzystaniem zmodyfikowanego modelu do wyznaczenia rezerw aktuariusz powinien

przede wszystkim upewni¢ sie, ze model, dane i proces obliczeniowy sa odpowiednie do celu

pracy, czyli do wyznaczenia rezerw na potrzeby zamkniecia roku.

W szczegblnoéci powinien:

oceni¢ jakosé¢ danych, zwlaszcza kompletno$é i spéjnosé danych za lata 2019-2020;

zbada¢ wplyw migracji systemu na dane szkodowe, np. przez poréwnania historyczne,
testy racjonalnosci i uzgodnienia z innymi zrédtami;

oceni¢ wiarygodnos¢ danych o datach zgloszenia pochodzacych od zewnetrznego do-
stawcy oraz okresli¢, w jakim zakresie na tych danych polega;

okresli¢ sposéb postepowania z brakami danych, np. korekte, uzupeltnienie, ograniczenie
okresu kalibracji, dodatkowy margines ostroznosci albo analize wrazliwosci;

zwalidowaé zmodyfikowany model, sprawdzajac, czy jest odpowiedni do celu, spekia
specyfikacje i daje powtarzalne oraz racjonalne wyniki;

poréwnaé¢ nowa wersje modelu z wersja z poprzedniego roku i wyjaéni¢ wpltyw zmian w
segmentacji portfela oraz sposobie traktowania wysokich szkdd;

zidentyfikowaé ryzyko modelu, w tym ryzyko btednej segmentacji, nieadekwatnego trak-
towania wysokich szkod, niewlasciwego okresu kalibracji i nieadekwatnych zatozen infla-
cyjnych;

zapewni¢ kontrole zmian i kontrole uruchomien modelu, tak aby wiadomo bylo, jaka
wersja modelu, jakie dane i jakie zalozenia zostaly uzyte;

wykorzysta¢ wykonane testy wrazliwosci do oceny stabilnosci wyniku rezerw.

‘Whiosek:

model moze byé¢ uzyty do wyznaczenia rezerw dopiero po ocenie danych, walidacji

modelu, udokumentowaniu zmian i kontroli procesu obliczeniowego.

b) Raport dla zarzadu powinien by¢ zwiezly, ale powinien umozliwia¢ wlasciwe zrozumienie wy-

niku, jego ograniczen i znaczenia decyzyjnego.

W raporcie powinny znalezé si¢ w szczegdlnosci:
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e cel raportu i zamierzone wykorzystanie wynikow, czyli wyznaczenie rezerw na potrzeby
zamkniecia roku;

o podstawowe wyniki modelu oraz ich potencjalny wplyw na poziom rezerw;

« opis wykorzystanych danych, w tym informacja o niekompletnoéci danych za lata 2019-
2020;

¢ informacja o danych pochodzacych od zewnetrznego dostawcy i zakresie polegania na
tych danych;

e opis najwazniejszych zalozen, w szczegdlnoéci dotyczacych inflacji szkdd, wysokich szkéd
oraz okresu kalibracji;

e opis zmian wzgledem poprzedniego roku, zwlaszcza zmian segmentacji portfela i trakto-
wania wysokich szkdd;

« informacja o walidacji modelu i kontrolach wykonanych przed uzyciem modelu;

o wyniki testéw wrazliwosci 1 wskazanie, ktére zalozenia majg najwiekszy wplyw na re-
ZETWY;

e ograniczenia danych i modelu oraz niepewnos¢ wynikéw, wraz z ich mozliwymi konse-
kwencjami dla decyzji zarzadu;

« informacja o zastosowanych korektach eksperckich, marginesach ostroznoéci lub odstep-
stwach od standardowej procedury, jezeli wystapity.

‘Whniosek:

zarzad powinien otrzymac nie tylko wartos¢ rezerw, lecz takze informacje o danych,

zalozeniach, niepewnosci, ograniczeniach i wynikach testéw wrazliwosci.
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Zadanie 8

W pewnym portfelu ubezpieczen komunikacyjnych zbudowano model predykcyjny rocznej czestosci
szkod:
f(z) = E[N | =],

gdzie N oznacza roczng liczbe szkoéd. Aktuariusz analizuje wplyw zmiennej Driver Age na pro-
gnozowana czestosé szkdd za pomoca krzywych ICE (individual conditional expectation) oraz PDP
(partial dependence plot).

Dla szesciu polis z proby testowej otrzymano nastepujace wartoéci ICE dla siatki wieku

a =25, 35, 45, 55, 65

Polisa a=25 a=35 a=45 a=55 a=06>5

0.142  0.116 0.096  0.108 0.135
0.118 0.097 0.082  0.087  0.098
0.1656 0.139 0.123  0.130  0.140
0.190 0.166  0.150 0.173  0.210
0.126  0.104 0.089 0.094 0.110
0.155 0.130  0.118 0.150  0.195

ST W N~

Na rysunku 8.1 przedstawiono odpowiadajace tym wartosciom krzywe ICE oraz krzywa PDP.

Cienkie krzywe: ICE; wyrdzniona krzywa: PDP
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Wiek kierowcy podstawiany do modelu

Rysunek 8.1: Krzywe ICE oraz PDP dla zmiennej Driver Age.

Dodatkowo wiadomo, ze w analizowanym portfelu DriverAge jest silnie dodatnio skorelowany ze
stazem klienta w zaktadzie ubezpieczen. Mtodzi kierowcy bardzo rzadko maja staz przekraczajacy
10 lat, natomiast w starszych grupach wickowych dlugi staz wystepuje czesto.
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a)

b)

(1 pkt) Na podstawie wartoéci ICE z tabeli oblicz wartosci krzywej PDP dla wieku:

a = 25, a =45, a = 65.

(2 pkt) Poréwnaj informacje dostarczana przez krzywa PDP z informacja dostarczana przez
krzywe ICE. Wskaz, czy wplyw wieku kierowcy jest taki sam dla wszystkich polis, czy tez
widoczna jest heterogenicznosé efektu. Wyjaénij, o czym moze $wiadczy¢ rozbiezny ksztalt
poszczegdlnych krzywych ICE.

(2 pkt) Wyjasnij, dlaczego interpretacja PDP moze by¢ mylaca, gdy analizowana zmienna jest
silnie skorelowana z innymi cechami. Odnie$ odpowiedz do podanej informacji o zaleznosci
miedzy DriverAge a stazem klienta. Zaproponuj jedna metode uzupelniajaca analize PDP w
takiej sytuacji.
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Rozwigzanie

Zakres literatury

Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

b)

M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Effective Statistical Learning Methods for Actuaries II,
Springer, 2020: rozdzialy 3-5, w szczegblnosci modele drzewiaste, metody zespolowe, istotnosé
predykcyjna zmiennych, partial dependence plots oraz statystyka H Friedmana.

G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R, rozdzial 8 — drzewa regresyjne i klasyfikacyjne, bagging, random forest oraz
metody interpretacji modeli oparte na analizie wplywu zmiennych.

Krzywa PDP dla danej wartodci wieku jest srednig z wartosci ICE dla poszczegdlnych polis.

Dla a = 25:
142 A1 1 1 12 1
PD(25):0 +0.1184+0 65—23—0 90+ 0.126 + 0 55%0.149.
Dla a = 45:
) ) 1 1 . 11
PD(45):0096+0082+0 23—(}5—0 50+ 0.089+ 0 8%0'110'
Dla a = 65:
0.135 + 0.098 4+ 0.140 + 0.210 + 0.110 + 0.195
PD(65) = + + g + + ~ 0.148.
Zatem:

|PD(25) ~0.149,  PD(45) ~0.110,  PD(65) ~0.148. |

Krzywa PDP pokazuje przecietny wpltyw wieku kierowcy na prognozowang czesto$¢ szkod, po
usérednieniu prognoz po analizowanych polisach. Na podstawie wartosci z punktu a) oraz ry-
sunku widaé¢ zalezno$c¢ zblizona do ksztattu litery U: prognozowana czesto$é¢ szkod jest wyzsza
dla mtodszych kierowcow, maleje w okolicach wieku 45 lat, a nastepnie ponownie roénie dla
starszych kierowcéw.

Krzywe ICE pokazujg natomiast zmiane prognozy dla pojedynczych polis. Dzieki temu ujaw-
niaja, czy efekt wieku jest podobny dla wszystkich obserwacji. W tym przypadku widaé
wspolny ogdlny wzorzec, ale takze réznice poziomu i nachylenia poszczegélnych krzywych.

Oznacza to, ze wplyw wieku nie jest identyczny dla wszystkich polis:

widoczna jest heterogeniczno$é efektu wieku kierowcy.

Rozbiezny ksztalt krzywych ICE moze swiadczy¢ o interakcjach miedzy wiekiem kierowcy a
innymi cechami polisy, np. stazem klienta, typem pojazdu, regionem, historia szkodowsg albo
innymi zmiennymi uzytymi w modelu. Innymi stowy, wplyw wieku moze zaleze¢ od profilu
konkretnej polisy.

Interpretacja PDP moze by¢ mylaca, gdy analizowana zmienna jest silnie skorelowana z innymi
cechami, poniewaz przy konstrukcji PDP rozwaza sie rowniez sztuczne kombinacje zmiennych,

33



Modelowanie 26 maja 2026 r.

ktore moga by¢ rzadkie albo nierealistyczne w rzeczywistym portfelu.

W tym zadaniu Driver Age jest silnie dodatnio skorelowany ze stazem klienta. Mtodzi kierowcy
rzadko maja staz przekraczajacy 10 lat, a starsi kierowcy czesto maja diugi staz. Przy analizie
PDP model moze jednak oceniaé¢ prognozy dla kombinacji takich jak mtody kierowca z bardzo
dhugim stazem albo starszy kierowca z bardzo krotkim stazem. Takie kombinacje moga by¢
stabo reprezentowane w danych.

W takiej sytuacji krzywa PDP moze czeSciowo odzwierciedlaé ekstrapolacje modelu poza
typowy zakres danych, a nie wylacznie rzeczywisty efekt wieku obserwowany w portfelu.

Mozliwa metoda uzupelniajaca:

analiza ICE lub warunkowe PDP liczone w podgrupach stazu klienta.

Mozna réwniez rozwazy¢ metode ALE (accumulated local effects), ktéra jest mniej wrazliwa na
korelacje migdzy zmiennymi, poniewaz opiera si¢ bardziej na lokalnych zmianach w obszarach
faktycznie obserwowanych w danych.

‘Whiosek:

PDP nalezy interpretowaé ostroznie, gdy zmienne objasniajace sa silnie skorelowane.
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Zadanie 9

W portfelu ubezpieczenn na zycie obserwowano grupe 50 ubezpieczonych od wieku 60 lat. Niech
T oznacza czas, w latach, od wieku 60 lat do zgonu. Czesé obserwacji zakonczylta sie przed wy-
stapieniem zgonu, np. z powodu konca okresu obserwacji lub utraty obserwacji; takie obserwacje
traktowano jako prawostronnie cenzurowane.

Dla kolejnych momentéw zgonu otrzymano nastepujace dane:

Czas zgonu t(;y Liczba zgonéw d;  Liczba cenzurowan po t(;

2
4
6
8
10

W =~ O i W

2
3
3
2
)

W kolumnie “Liczba cenzurowar po t(;” podano liczbe obserwacji cenzurowanych po danym czasie
zgonu, ale przed kolejnym czasem zgonu. Przyjmij, ze przed czasem t = 2 nie wystapily cenzurowa-
nia.

a) (2 pkt) Oblicz estymator Kaplana—Meiera funkeji przezycia dla:

Zinterpretuj wartosé S(8).

b) (2 pkt) Dla punktu ¢t = 8 oblicz wariancje estymatora Kaplana—Meiera, stosujac formule
Greenwooda. Nastepnie wyznacz przyblizony 95% przedzial ufnosci dla S(8), korzystajac z
normalnego przyblizenia.

c) (1 pkt) Wyjasnij, jakie zalozenie dotyczace obserwacji cenzurowanych jest istotne przy sto-
sowaniu estymatora Kaplana—Meiera. Co mogloby sie staé z oszacowaniem funkcji przezycia,
gdyby cenzurowanie bylto zwigzane z pogorszonym stanem zdrowia ubezpieczonych?
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Rozwigzanie

Zakres literatury

Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

b)

D.C.M. Dickson, M.R. Hardy, H.R. Waters, Actuarial Mathematics for Life Contingent Ri-
sks, Cambridge, 2020: rozdzial 18, w szczegolnosci podrozdziaty 18.3.2 oraz 18.4.3, dotyczace
prawostronnego cenzurowania, estymatora Kaplana—Meiera oraz formuty Greenwooda.

S.A. Klugman, H.H. Panjer, G.E. Willmot, Loss Models: From Data to Decisions, Wiley, 2019:
rozdzialy 14.1-14.5, dotyczace empirycznej estymacji funkcji przezycia dla danych cenzurowa-
nych oraz zastosowania estymatoréw Kaplana—Meiera i Nelsona—Aalena.

Najpierw nalezy odtworzy¢ liczby w ryzyku r; tuz przed kolejnymi momentami zgonu. Ponie-
waz przed czasem t = 2 nie bylo cenzurowan, mamy:

r = 50.

Po kazdym czasie zgonu odejmujemy zaréwno zgony, jak i cenzurowania wystepujace przed
nastepnym czasem zgonu. Otrzymujemy:

thp|2 4 6 8 10
50 45 38 30 24
3 4 5 4 3

T

d;

Estymator Kaplana—Meiera dla ¢t = 8 wynosi:

S(8) = <1 - 530) <1 - 445) (1 - 358> (1 - 340) ~ 0.645.

Dla ¢t = 10:

Zatem:

~

S(8) ~0.645,  S(10) ~ 0.564.

Interpretacja: S (8) =~ 0.645 oznacza, ze szacowane prawdopodobienstwo przezycia od wieku
60 lat do wieku 68 lat wynosi okoto 0.645.

Dla t = 8, zgodnie z formuta Greenwooda:
Var{S(8)} =58> Y — .
jit(jy<8 Ty (Tj - dj)
Po podstawieniu:

> b 3 St 01256
gl —dp) ~ 5047 45417 3833 30-26 0
e
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Poniewaz S (8) =~ 0.6446, otrzymujemy:

Var{S(8)} ~ 0.6446 - 0.01256 ~ 0.00522.

Zatem:

Var{S(8)} ~ 0.00522.

Btad standardowy:
SE{S(8)} = v0.00522 ~ 0.0723.

Przyblizony 95% przedzial ufnosci, korzystajac z normalnego przyblizenia, wynosi:

S(8) +1.96 SE{S(8)}.

Stad:
0.6446 + 1.96 - 0.0723 ~ 0.6446 + 0.1416.

Ostatecznie:

| Cloo5(S(8)) ~ [0.503, 0.786]. |

Przy stosowaniu estymatora Kaplana—Meiera istotne jest zalozenie nieinformacyjnego cenzu-
rowania. Oznacza ono, ze sam fakt cenzurowania nie powinien nie$¢ informacji o dalszym
ryzyku zgonu osoby cenzurowanej, po uwzglednieniu dotychczasowego przezycia.

Jezeli cenzurowanie byloby zwiagzane z pogorszonym stanem zdrowia, osoby o podwyzszonym
ryzyku zgonu bylyby czesciej usuwane z obserwacji przed zaobserwowaniem zgonu. W takiej
sytuacji estymator Kaplana—Meiera méglby zawyzaé¢ funkcje przezycia, czyli prowadzi¢ do
zbyt optymistycznej oceny prawdopodobienstwa przezycia.

Informacyjne cenzurowanie moze prowadzi¢ do obciazonej oceny funkcji przezycia.
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Zadanie 10

W pewnym portfelu ubezpieczenn komunikacyjnych modelowano roczng liczbe szkéd N; z uwzgled-
nieniem ekspozycji v;, wyrazonej w latach. Rozwazono poissonowskie drzewo regresyjne. Do budowy
drzewa wykorzystano zmienne:

DriverAge — wiek kierowcy,

VehAge — wiek pojazdu,

Region - region uzytkowania pojazdu.

Na rysunku 10.1 przedstawiono poddrzewo, ktore nalezy wykorzystaé¢ do obliczenia prognoz w punk-
cie a).

Caty portfel
V=6000, N=366
0.0610

tak/ nie
_—

DriverAge < 30 DriverAge = 30
V=920, N=78 V=5080, N=288
0.0848 —

)

/tak nie\
VehAge < 10
VehAge = 10
0.0415 V=2430, N=178

s N

Region # Urban Region = Urban
V=1030, N=74 V=1400, N=104
0.0718 0.0743

W weztach podano: ekspozycje V, liczbe szkdd N oraz czestosS¢ N/V.

Rysunek 10.1: Poddrzewo uzywane do wyznaczenia prognoz w punkcie a).

Dla lisci drzewa z rysunku 10.1 otrzymano nastepujace wartosci:

Lis¢ Warunek Ekspozycja > v; Liczba szkéd > N;
Ly DriverAge < 30 920 78
Lo DriverAge > 30, VehAge < 10 2650 110
Ls DriverAge > 30, VehAge > 10, Region # Urban 1030 74
Ly DriverAge > 30, VehAge > 10, Region = Urban 1400 104
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Nastepnie przeprowadzono procedure przycinania wigkszego drzewa. Rozwazano poddrzewa o réznej
liczbie lidci. W tabeli oraz na rysunku 10.2 przedstawiono dewiancje uczaca i walidacyjna.

Liczba lisci Dewiancja uczaca Dewiancja walidacyjna SE walidacji

1 5895 1210 22
2 5750 1168 18
3 5692 1149 17
4 5655 1138 18
6 5618 1142 20
9 5585 1160 25

Procedura przycinania drzewa

60007 \
—— o— Py —e
5000 -
©
c
a 4000 1
-g —@— dewiancja uczaca
a dewiancja walidacyjna
.g === poziom minimum + 1 SE
= T +1 SE dla walidacji
= 3000 1
0]
o
2000 1
I e —— e e e -=-- -
1000 A
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Liczba lisci drzewa
Rysunek 10.2: Dewiancja uczaca i walidacyjna dla poddrzew o réznej liczbie lidci.

a) (2 pkt) Na podstawie drzewa z rysunku 10.1 wyznacz prognozowana liczbe szkdéd dla polisy:

(i) o ekspozycji v = 0.5, jezeli kierowca ma 42 lata, pojazd ma 12 lat, a region uzytkowania
pojazdu to Urban,

(ii) o ekspozycji v = 0.5, jezeli kierowca ma 22 lata, pojazd ma 12 lat, a region uzytkowania
pojazdu to Urban.

b) (1 pkt) Na podstawie tabeli wynikéw walidacyjnych i rysunku 10.2 wybierz liczbe lisci drzewa,
ktorag przyjatbys do dalszego zastosowania. Zastosuj regute jednego btedu standardowego.

c) (2 pkt) Wyjasnij, jak nalezy interpretowaé pierwszy podzial drzewa Driver Age < 30. Podaj
jedna zalete i jedno ograniczenie drzewa regresyjnego w poréwnaniu z klasycznym modelem
GLM w zadaniu taryfikacyjnym.
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Rozwigzanie

Zakres literatury

Tematyka zadania jest omawiana w szczegdlnosci w nastepujacych pozycjach z wykazu literatury:

M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Effective Statistical Learning Methods for Actuaries II,
Springer, 2020: rozdzial 2 — moc predykcyjna modelu przy funkcji straty Poissona; rozdziaty
3-5 — drzewa regresyjne, algorytm budowy drzewa, pruning, bagging, boosting, random forest
oraz istotno$¢ predykcyjna zmiennych.

M.V. Wiithrich, C. Buser, Data Analytics for Non-Life Insurance Pricing, 2020: rozdzial 6 —
poissonowskie drzewa regresyjne i drzewa klasyfikacyjne; rozdziaty 7.2-7.4 — bagging, boosting
i random forest dla poissonowskich drzew regresyjnych.

G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R, Springer, 2021: rozdzial 8 — drzewa regresyjne i klasyfikacyjne, pruning,
bagging, boosting i random forest.

W lisciu drzewa prognozowana czestos¢ szkdd jest réwna:

j\ _ ZieLNi
L= —— —.
> icL Vi

Dla polisy o ekspozycji v prognozowana liczba szkéd wynosi:

(i) Kierowca ma 42 lata, pojazd ma 12 lat, a region to Urban, wiec polisa trafia do liscia:
Ly: DriverAge > 30, VehAge > 10, Region = Urban.

Dla tego liscia:
“ 104
= —— ~0.0743.
AL, 1400 0.0743

Przy ekspozycji v = 0.5: -
E[N]=0.5-0.0743 ~ 0.0371.

Zatem:

E[N] ~ 0.037.

(ii) Kierowca ma 22 lata, wiec polisa trafia do lidcia:
Ly : DriverAge < 30.

Dla tego liscia:

Q 78

Przy ekspozycji v = 0.5: -
E[N] =0.5-0.0848 ~ 0.0424.

Zatem:

E[N] ~ 0.042.
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b)

Najmniejsza dewiancja walidacyjna wystepuje dla drzewa z 4 liSémi:
Dy = 1138, SE =18.

Reguta jednego btedu standardowego wybiera najprostsze drzewo, ktérego dewiancja walida-
cyjna nie przekracza:
Dyin + SE = 1138 4+ 18 = 1156.

Drzewo z 3 lisémi spelnia ten warunek:
1149 < 1156,
natomiast drzewo z 2 li$¢mi juz go nie spelnia:

1168 > 1156.

Zatem zgodnie z reguly jednego bledu standardowego nalezy wybraé:

’drzewo z 3 lisémi.

Pierwszy podzial:
Driver Age < 30

oznacza, ze algorytm uznal wiek kierowcy za najwazniejsza zmiennag na pierwszym etapie
segmentacji portfela. Kierowcy mtodsi niz 30 lat zostali wydzieleni jako osobna grupa ryzyka.

Dla tej grupy czestos¢ szkdéd wynosi:

78
—— ~ 0.0848.
990 0.0848

Dla pozostatych kierowcow, przed dalszymi podziatami, czesto$é wynosi:

288
—— =~ 0.0567.
5080

Pierwszy podzial mozna wiec interpretowaé jako wskazanie, ze mlodsi kierowcy maja wyzsza
czestosé szkdd niz pozostali kierowcy w analizowanym portfelu.

Zaleta drzewa regresyjnego:

drzewo automatycznie wykrywa progi, nieliniowosci i interakcje miedzy zmiennymi.

W tym przyktadzie efekt regionu pojawia sie dopiero dla kierowcéw w wieku co najmniej 30
lat i pojazdéw co najmniej 10-letnich.

Ograniczenie drzewa regresyjnego:

predykcje sa skokowe, a struktura drzewa moze by¢ niestabilna.

Niewielka zmiana danych moze prowadzi¢ do innego podziatu, a prognoza jest stata w calym
lisciu. W poréwnaniu z klasycznym GLM drzewo jest tatwe do interpretacji segmentacyjnej, ale
moze gorzej opisywaé gladkie zaleznosci i wymaga kontroli ztozonosci, np. przez przycinanie.
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