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Prawdopodobieństwo i statystyka 26.02.2024

Zadanie 1.

Rzucono (niezależnie) n ≥ 5 razy monetą, w której prawdopodobieństwo orła wynosi
p∈ (0,1). Wiadomo, że wypadła przynajmniej jedna reszka – niech Y oznacza sumaryczną
liczbę orłów (zatem Y przyjmuje wartości 0,1,2, . . . ,n−1). Ile wynosi IEY ?

(A) np−1

(B)
np

1− (1− p)n

(C)
np

1− pn

(D) (n−1)p

(E)
np(1− pn−1)

1− pn
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Zadanie 2.

Dwie niezależne ciągłe zmienne losowe Xk,k = 1,2 mają rozkłady ciągły o dystrybuan-
tach

Fk(x) = 1− e−k exp(x+1), x ∈ R, k = 1,2.

Rozważmy zmienną losową

T =
exp(1+X1)

exp(1+X2)
.

Ile wynosi P(T < 1)?

(A) exp(−1)/2

(B)
1
3

(C)
1
2

(D) exp(−1)

(E)
2
3
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Zadanie 3.

Wektor (X ,Y ) ma rozkład ciągły o gęstości

f (x,y) =

{
3x
√

y dla (x,y) ∈ [0,1]2,

0 w przeciwnym przypadku.

Cov(X ,min(X ,Y )) wynosi:

(A) − 31
594

(B)
11

594

(C) −11
27

(D)
17
594

(E) − 7
22
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Zadanie 4.

Niezależne zmienne losowe X1, . . . ,Xn,n ≥ 5 pochodzą z rozkładu Gamma Γ(α,β ), z
parametrami α > 0,β > 0, tzn. mają gęstość

f (x) =


β α

Γ(α)
xα−1e−βx dla x > 0,

0 w przeciwnym przypadku.

Z tej próbki oszacowano metodą momentów – przyrównując dwa pierwsze momenty –
parametry rozkładu uzyskując α̂ oraz β̂ .

Użyto momentów centralnych, tj. porównano X̄ =
1
n

n

∑
i=1

Xi oraz
1
n

n

∑
i=1

(Xi − X̄)2 do mo-

mentów teoretycznych.

Ile wynosi α̂ + β̂?

(A)
n+1

n

∑
i=1

(Xi − X̄)2

(B)
n+1
X̄2

(C)
n(X̄ +1)

n

∑
i=1

(Xi − X̄)2

(D)

n
n

∑
i=1

(Xi − X̄)2

X̄(X̄ +1)

(E)
nX̄(X̄ +1)
n

∑
i=1

(Xi − X̄)2

4.
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Zadanie 5.

Zaobserwowano realizację niezależnych zmiennych losowych X1, . . . ,Xn pochodzących
z rozkładu dyskretnego przyjmującego wartości {0,1, . . .}. Wśród tych obserwacji 34
miały wartość 0, 38 miało wartość 1, a pozostałe miały wartości ≥ 2:

s 0 1 ≥ 2
liczba obserwacji o wartości s 34 38 n−72

Za pomocą testu zgodności χ
2 testowano hipotezę, że ta n-elementowa próbka pochodzi

z rozkładu Poissona o wartości oczekiwanej 1. Jakie jest najmniejsze możliwe n jeśli
wiadomo, że na poziomie istotności α = 0.05 nie znaleziono podstaw do odrzucenia
hipotezy zgodności?

(A) n = 55

(B) n = 60

(C) n = 70

(D) n = 85

(E) n = 100

5.
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Zadanie 6.

Zmienna losowa X jest zdefiniowana następująco:

X =− log
[
1− (1− e−1)U

]
,

gdzie U ma rozkład jednostajny na odcinku (0,1).
Ile wynosi IEX2?

(A)
1−2e−1

1− e−1

(B)
2−3e−1

1− e−1

(C)
3−4e−1

1− e−1

(D)
2−5e−1

1− e−1

(E)
3−5e−1

1− e−1
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Zadanie 7.

Niech X1,X2, . . . ,Xn będą niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładzie Poissona ze
średnią λ . Z obserwacji uzyskano

λ̂ =
1
n

n

∑
i=1

Xi = 0.27

Wiadomo też, że 95% przedział ufności (wyliczony z wykorzystaniem przybliżenia
centralnym twierdzeniem granicznym) ma postać

[0.21908,0.32092].

Ile wynosi n? Podaj najbliższą odpowiedź.

(A) 100

(B) 250

(C) 400

(D) 550

(E) 600

7.
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Zadanie 8.

Zmienne losowe X i Y są niezależne o rozkładach wykładniczych, takich, że IEX =

1, IEY =
1
λ

dla pewnej λ > 0. Zdefiniujmy: U = X ,V = X +2Y . Wiadomo, że rozkład

łączny wektora (U,V ) jest następujący:

fU,V (u,v) =

 e−v dla u < v,

0 w przeciwnym przypadku.

Ile wynosi λ?

(A) 1

(B)
3
2

(C) 2

(D)
5
2

(E) 3

8.
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Zadanie 9.
Niech X1,X2,X3 będzie próbą z rozkładu jednostajnego na przedziale (0,θ) z niez-
nanym parametrem θ . Dla jakiej wartości c (najmniejszej) przedział

[min(X1,X2,X3),c ·min(X1,X2,X3)]

jest przedziałem ufności dla parametru θ na poziomie 0.729?

(A) 7

(B) 8

(C) 9

(D) 10

(E) 11

9.
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Zadanie 10.

Niech X1, . . . ,Xn,n≥ 5 będą niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładzie Gamma(3,β ),
tj. o gestości

f (x) =


1
2

β
3x2e−βx dla x ≥ 0,

0 w przeciwnym przypadku.

Konstruujemy estymator wariancji (tj. funkcji g(β ) =
3

β 2 ) postaci

ĝ = α ·ENW(g(β )),

gdzie ENW(g(β )) oznacza estymator największej wiarogodności funkcji g. Dla jakiego
α estymator ĝ jest nieobciążony?

(A)
3n

1+3n

(B) 1

(C)
2+3n
1+3n

(D)
2n

1+2n

(E) Takie α nie istnieje (estymator ĝ jest obciążony dla każdego α ∈ R)

10.



Prawdopodobieństwo i statystyka 26.02.2024

z +0.00 +0.01 +0.02 +0.03 +0.04 +0.05 +0.06 +0.07 +0.08 +0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7793 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998
3.6 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.7 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Dystrybuanta standardowego rozkładu normalnego Z ∼N(0,1).

Φ(z) = P(Z ≤ z)

Uwaga: Dla z < 0,Φ(z) = 1−Φ(−z).
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Rozkład χ
2.

Pole (szary obszar na rysunku poniżej) P(χ2
d f > χ

2
α) wynosi α .

12.
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Egzamin dla Aktuariuszy
Sesja egzaminacyjna w dniu 26 lutego 2024r.

Prawdopodobieństwo i statystyka

Arkusz odpowiedzi∗

Numer : ..........................................................................................................

Zadanie nr Odpowiedź Punktacja♦

1 E
2 B
3 D
4 E
5 D
6 D
7 C
8 C
9 D

10 A

∗ Oceniane są wyłącznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi
♦ Wypełnia Komisja Egzaminacyjna.
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