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Matematyka pozostatych ubezpieczen osobowych i majatkowych 26.02. 2024 r.

Zadanie 1.
W pewnej grupie ubezpieczen dziatu II (nie jest to grupa 14-ta) sktfadka zarobiona oraz
wspotczynniki szkodowosci na udziale wlasnym w latach 2018 — 2023 wyniosty:

Rok 2018 | 2019| 2020 | 2021 | 2022 | 2023
Sktadka zarobiona 105 | 110 | 110 | 115 120 120
Wspolczynnik szkodowosci| 50% | 64% | 62% | 50% | 70,5% | 55%

Wyplaty odszkodowan na udziale wlasnym w roku 2023 wyniosty 112.

Rezerwa na wyro6wnanie szkodowos$ci wyznaczona na koniec 2022 roku wyniosta 12.
Warto$¢ rezerwy na wyréwnanie szkodowosci na koniec 2023 roku wynosi:

(A) 17,3

(B) 17,4

(C) 175

(D) 17,6

(E) 17,7

Uwaga: tresc tego zadania zostata przeredagowana po egzaminie
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Zadanie 2.
W pewnej grupie ubezpieczen szkodowos$¢ wykazuje w ciggu roku wahania sezonowe.
Caloroczny wspodlczynnik szkodowosci rozklada si¢ na poszczegdlne kwartaty w
sposob nastepujacy:

kwartat Q1 Q; Q3 Q4
Udziat w roku 10% 30% 50% 10%

Mamy dane o sktadce przypisanej w agregacji kwartalnej:

kwartat | 2022, Q, | 2022, Q, | 2022, Q5 | 2022, Q, | 2023, Q,

Przyjmijmy zaloZenia upraszczajace, iz zarowno narastanie sktadki przypisanej jak i
natezenie szkodowos$ci w ciggu kazdego z kwartalow rozktadaja sie¢ rtOwnomiernie.
Ponadto wiemy, ze w tej grupie ubezpieczen wystawiane sg jedynie polisy roczne.

Wyznacz warto$¢ rezerwy skladki na koniec pierwszego kwartatu 2023.

(A) 410
(B) 433
(C) 460
(D) 485
(E) 514
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Zadanie 3.
Kierowca, ktérego charakteryzuje warto$¢ g parametruryzyka Q, zglasza szkody (jedna
lub wiecej) w ciagu roku z prawdopodobienstwem ¢, za$ nie zglasza szkod z
prawdopodobienstwem p = 1 — g, przy czym zdarzenia te w kolejnych latach sa
zdarzeniami niezaleznymi. Jesli kierowce z tej populacji przypadkowo wylosujemy, to
charakteryzujaca go warto$¢ parametru g traktujemy jako realizacj¢ zmiennej losowe;j
Q. Populacja jest niejednorodna, w zwiazku z czym var(Q) > 0.
Zaktadamy, Ze populacja jest zamknigta (starzy kierowcy nie znikaja, nowi si¢ nie
pojawiaja). Kierowcy migruja pomiedzy klasami bardzo prostego, 3-klasowego
systemu bonus-malus. W systemie tym kazdy kierowca, ktory w danym roku zglosit
jedng lub wigcej szkdd, laduje w roku nastepnym w klasie pierwszej (z najwyzsza
sktadkg). Jesli jednak nie zglosit zadnej szkody, wtedy:

e Laduje w klasie drugiej, o ile w danym roku byl w klasie pierwsze;j;

e Laduje w klasie trzeciej, o ile w danym roku byt w klasie drugiej lub trzecie;j.
Na podstawie obserwacji ustalilismy, ze frakcja kierowcow z tej populacji
przebywajacych w klasie pierwszej wynosi 20%, w klasie drugiej 4%, za$ w klasie
trzeciej 76%. Oczywiscie pomingliémy przy tym obserwacje z pierwszych paru lat
funkcjonowania systemu bonus-malus, kiedy przynalezno$¢ do klasy zalezata jeszcze
od klasy startowe;.
Wobec tego var(Q) wynosi:

(A) 0,12
(B) 0,13
(C) 0,14
D) 0,15
(E) 0,16
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Zadanie 4.

W pewnym ubezpieczeniu szkody pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Poissona, ktory
startuje w czasie Ty = 0. Niech T,, oznacza czas zajscia n-tej szkody, przy czym
jednostka pomiaru czasu jest rok. Szkody numerujemy wedlug kolejnosci zajscia,
zachodziwiec 0 < T; < T, < T3 <.

Niech teraz T,, = %Z;é:l T, oznacza $redni czas zajscia pierwszych n szkod (zmienna ta
jest oczywiscie okreslona, o ile n > 0).

Wariancja $redniego czasu zaj$cia pierwszych czterech szkdd, pod warunkiem, ze w

ciggu pierwszego roku doszlo wlasnie do czterech szkod:
var(T,|T, < 1 < Ts)

WYynosi:

(A) 1/64
(B) 1/60
(©) 1/56
(D) 1/52
(E) 1/48
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Zadanie 5.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem ciagltym:
e skumulowana warto$¢ szkdd S(t) jest procesem ztozonym Poissona, w ktorym
intensywno$¢ pojawiania si¢ szkéd wynosi 4 = 100,
e rozklad wartosci pojedynczej szkody dany jest na pélosi dodatniej gestoscia:
X X

1 3
fx) = Te &XP (_Z) + ca X exXp (_Z)
e intensywno$¢ sktadki (naptywajacej w sposob ciagly) wynosi ¢ = 800.
Wobec tego wspotczynnik dopasowania R wynosi:

O
® =8
© =
D) =2
B LE
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Zadanie 6.

Pewne ryzyko generuje w kolejnych czterech kwartalach roku szkody o tacznej
wartosci X, X5, X3, X,. Zmienne losowe X; sg niezalezne i majg identyczny rozktad
zlozony, gdzie w losowej sumie losowych sktadnikow:

X =Y+ +7Vy,

liczba szkdéd N ma rozklad o prawdopodobienstwach danych wzorem:

k
Pr(N = k) =3 (2) . k=012,..,

za$ wartos$¢ pojedynczej szkody ma rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwane;j
rownej 1.

Ubezpieczyciel pokrywa laczng warto$¢ szkdd za caty rok, ceduje jednak na
reasekuratora taczng warto$¢ szkod z jednego, wybranego przez siebie kwartatu
(oczywiscie wybierze najgorszy z nich). Jaki jest udziat sktadki reasekuracyjnej w
sktadce ubezpieczeniowej (obie sktadki policzone sg wedhug ich wartos$ci
oczekiwanej)?

(A)  12/27
(B) 14/27
©) 1627
(D) 1727
(E) 18/27
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Zadanie 7.
Rozwazamy model nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym:
U,=u+X,+X, +-+X,, gdzie:
e u to nadwyzka poczatkowa (nieujemna);
o X, X3, X5, ... saiid,ireprezentuja roznice pomi¢dzy wptywami ze sktadki a
wydatkami na odszkodowania w kolejnych latach.

Zmienna X, ma rozktad geometryczny przesuniety:
PriX;=-1)=1-gq,
Pr(X; =0) = (1-q)q,
Pr(X; =1) = (1 - q)q?,
Pr(X; =2)=(1-q9)q3, ...

Niech N = min{n: U, < 0} oznacza czas ruiny.

Przyjmijmy, Ze parametry procesu wynosza: q = 4/10, orazu = 7/2. W tych
warunkach ruina jest pewna, a wigc Pr(N < o) = 1. Wobec tego oczekiwany czas
do ruiny E(N) jest wielko$cig dobrze okreslona, i wynosi:

A) 16
(B) 14
) 12
(D) 10
(E) 8
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Zadanie 8.

Wyjsciowy portfel sktada si¢ z n niezaleznych ryzyk. Laczna warto$¢ szkod dla
kazdego z nich ma wartos$¢ oczekiwang p i odchylenie standardowe o.

S oznacza taczng wartos$¢ szkod z tego portfela. Sktadke za pojedyncze ryzyko
skalkulowano w wysokosci G tak, aby:

Pr(S > nG) = €, (gdzie ¢ jest liczbg dodatnig blizszg zeru niz jedynce),
postugujac si¢ aproksymacja normalng rozktadu zmiennej S.

Dla naszego portfela wyjsciowego mamy:

n=1000, u =10, o =10.

Pojawita si¢ mozliwo$¢ objecia ubezpieczeniem dodatkowych n, ryzyk, niezaleznych
nawzajem oraz niezaleznych od pierwszych n ryzyk z portfela wyjsciowego.

Kazde z nich ma te samg warto$¢ oczekiwang i wariancje:

u, =10, o; = 15.

Jednakze warunkiem objecia ,,nowych” ryzyk jest zaoferowanie pokrycia w zamian za
sktadke w tej samej wysokosci G, co dla ,,starych” ryzyk.

Niech §, oznacza taczng warto$¢ szkod z nowych ryzyk.

Dla jakich n, mamy:

Pr(S+S;,>(n+n)G) <e?

(Podaj warunek konieczny i dostateczny, opierajqc sie i tym razem na aproksymacji
normalnej)

A n =20

(B) ny; =103

© ny = 250

(D) n; =360

(E) nie mozna wyznaczy¢ n, bez znajomosci dokladnej wartosci parametru €
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Zadanie 9.

W procesie nadwyzki ubezpieczyciela narastanie wartosci odszkodowan przebiega
zgodnie z zaloZzeniami procesu zlozonego Poissona, za$ sktadka naptywa z
intensywnoscia wyzsza od warto$ci oczekiwanej szkdd za jednostke czasu (stosunkowy
narzut bezpieczenstwa na skladke netto 6 jest dodatni). Warto$¢ pojedynczej szkody Y
jest zmienng losowa o rozkladzie prawdopodobienstwa gamma I'(e, f), a =3, f=3

Niech [; oznacza zmienng wyrazajaca (na potosi dodatniej) spadek, jakiemu ulegnie
nadwyzka po raz pierwszy, liczac od jej poziomu poczatkowego, o ile kiedykolwiek do
takiego spadku dojdzie.

var(l,) wynosi:

(A) 8/27

(B) 9/27

(©) 12/27

(D) 18/27

(E) zadna z powyzszych, bo var(l,) zalezy od parametru 6
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Zadanie 10.

Portfel sklada si¢ z 2000 niezaleznych, identycznych ryzyk. Dla kazdego z nich liczba
szkod ma rozklad Poissona z parametrem czestotliwosci 0.05, a wartosci
poszczegolnych szkoéd sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznym
rozktadzie jednostajnym na przedziale (O, l).

Uznano, iz rozklad lacznej wartosci szkdéd z portfela ma zbyt wysoki wskaznik
skosnosci (stosunek trzeciego momentu centralnego do sze$cianu odchylenia
standardowego). Rozwaza si¢ odstgpienie reasekuratorowi nadwyzki kazdej szkody z
portfela ponad d.

Wskaz takg wartos$¢ d e (O, 1) , dla ktorej wskaznik sko$nosci rozktadu tacznej wartosci
szkod na udziale wlasnym wyniesie 0.1

(A) 0.8
(B) 0.6
(C) 04
(D) 0.2

(E) takie d € (O, 1) nie istnieje

10
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Egzamin dla Aktuariuszy
Sesja egzaminacyjna w dniu 26 lutego 2024r.

Matematyka pozostalych ubezpieczen osobowych i majatkowych

Arkusz odpowiedzi”
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" Oceniane s3 wylgcznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna
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