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Uwagi

a) W prezentowanych wynikach separatorem dziesietnym (znakiem dziesigtnym) jest
kropka ,, .”.
b) W prezentowanych wynikach oszacowan modeli:

Residual deviance i Resid. Dev — oznacza dewiancj¢ oszacowanego modelu,
Null deviance — oznacza dewiancje modelu zerowego,

Deviance — redukcje¢ dewiancji po dodaniu kolejnej zmiennej objasniajace;j,
Df — stopnie swobody,

Sum Sq — suma kwadratow,

log Lik.' — logarytm wiarygodnosci.

c) Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.
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Zadanie 1.

W tabeli 1.1 przedstawiono roczne dane dotyczace rezygnacji z odnowienia polisy w
podziale na 3 segmenty taryfowe i 2 kanaly sprzedazy. Pokazano stan na poczatku roku
oraz liczbe rezygnacji W ciggu roku (ze stanu poczatkowego).

Tab. 1.1
Poczatek roku Rezygnacije
Kanat sprzedazy Kanat sprzedazy
A B A B
= Sl1 60000 100000 | « S1 3000 6000
E S2 100000 20000 | £ S2 2500 500
& S3 50000 400000 | & S3 100 20000

Wykorzystujac przedstawione dane, modelowano prawdopodobienstwo rezygnacji dla
indywidualnych umow w zaleznosci od segmentu i kanatu sprzedazy z wykorzystaniem
uogolnionych modeli liniowych (GLM). Oszacowano dwa nastgpujace modele:

Model M1:
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -2.95062 0.01710 -172.56 <2e-16 ***
SegmentS2  -0.74945 0.02339 -32.04 <2e-16 ***
SegmentS3  -0.20156 0.01454 -13.87 <2e-16 ***
KanalB 0.20220 0.01984 10.19 <2e-16 ***

Signif. codes: 0 “***/0.001 ‘**’ 0.01 “*" 0.05°”0.1°"1
Null deviance: 2094.257 on 5 degrees of freedom
Residual deviance: 86.814 on 2 degrees of freedom

AIC: 150.86
Model M2:
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -2.94444 0.01873 -157.190 < 2e-16 *¥**
SegmentS2 -0.71912 0.02759 -26.066 < 2e-16 *¥**
SegmentS3 -0.94738 0.10274 -9.221 < 2e-16 *¥**
KanalB 0.19290 0.02298 8.394 < 2e-16 ***
SegmentS2:KanalB  -0.19290 0.05468 -3.528 0.000419 ***
SegmentS3:KanalB  0.75448 0.10385 7.265 3.73e-13 *¥**

Signif. codes: 0 “*** 0.001 “**' 0.01 “*'0.05°"0.1°"1
Null deviance: 2.0943e+03 on 5 degrees of freedom
Residual deviance: -6.3172e-11 on 0 degrees of freedom

AIC: 68.047



Modelowanie

17.10.2023 r.

a) (1p.) Wskaz jaki rozklad przyjeto dla zmiennej objasnianej i podaj postaé
odpowiadajacej jej kanonicznej funkcji faczacej (linku kanonicznego).
b) (2p.) W oszacowanych modelach zastosowano kodowanie zero-jedynkowe.
Wskaz kategorie referencyjne i podaj macierz modelu (design matrix) dla M1 i

dla M2.

c) (2p.) Wykorzystujac oba modele (M1 i M2) oszacuj prawdopodobienstwo
rezygnacji dla umowy z drugiego segmentu (S2) i kanatlu sprzedazy B. Porownaj
wyniki z czesto$cig rezygnacji dla tej grupy umoéw (tj. segment S2 i kanal B)
wyznaczong na podstawie danych (tab. 1.1). Skomentuj wynik poréwnania dla M2
(tzn. wyjasnij dlaczego uzyskano takie oszacowanie prawdopodobienstwa z
wykorzystaniem tego modelu).

Odpowiedzi

Dla zmiennej objasnianej przyjeto rozktad zero-jedynkowy.

Link kanoniczny: g(p;) = In-2-

1-p;

Odp. b)
Kategorie referencyjne:

— dla segmentu: S1 (SegmentS1),
— dla kanatu sprzedazy: A (KanalA)

Macierz modelu dla M1:

(Intercept) SegmentS2 SegmentS3 KanalB
1 0 0 0
1 0 0 1
1 1 0 0
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 1 1
Macierz modelu dla M2:
(Intercept) | SegmentS2 | SegmentS3 KanalB SegmentS2: | SegmentSa3:
KanalB KanalB
1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1
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Warto$¢ predyktora liniowego:
In-L52E_ = _2.95062 — 0.74945 + 0.20220 = —3.497871,

1-ps2,B

stad ps, 5 = 0.02937287

Model M2:
Warto$¢ predyktora liniowego:

In-252B_ — _294444 —0.71912 + 0.19290 — 0.19290 = —3.663562,

1-ps2,B

Stqd pSZ,B = 0025

200 _ 0.025.

20000

Czgstos¢ rezygnacji dla segmentu S2 i kanatu B:

Prawdopodobienstwo oszacowane za pomocg modelu M2 réwna sig¢ czgstosci, poniewaz
jest to model nasycony.
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Zadanie 2.

a) (2p.) Jakie sg najwazniejsze zalety i ograniczenia jadrowej estymacji funkcji gestosci
w poroOwnaniu z innymi technikami, takimi jak histogramy czy estymatory
parametryczne?

b) (3p.) Z pewnej polisy zbiorowej zanotowano nastepujace wyplaty (w tys. zt): 25, 30,
35, 35, 37, 39, 45, 47, 49, 55. Wykorzystujac estymacj¢ jadrowa z jadrem
jednostajnym o stalej wygladzania 10, oszacuj prawdopodobienstwo wyplaty
powyzej 40 tys. zt.

Odpowiedzi
Odp. a)
Zalety estymacji jadrowej funkcji gestoscei:

— Metoda nieparametryczna, nie wymaga zatozenia konkretnego rozktadu, co
pozwala na bardziej og6lng analize danych.

— Za jej pomoca otrzymuje si¢ gladka funkcje gestosci, ktora moze lepiej
odzwierciedla¢ rzeczywisty rozktad danych niz histogramy, szczeg6lnie gdy dane
sa mato liczne lub maja skomplikowany rozktad.

— Dzigki statej wygladzania (szerokosci jadra) mozna kontrolowaé stopien
wygladzenia estymowanej gestosci. Wigksza wartos¢ statej prowadzi do bardziej
wygladzonej funkcji gestosci, podczas gdy mniejsza bardziej precyzyjnie
odwzorowuje dane.

— Pozwala na poréwnywanie rozktadow réznych zestawdéw danych.

Ograniczenia jadrowej estymacji funkcji gestosci:

— Wymaga wyboru odpowiedniego jadra (np. gaussowskiego, Epanechikowa) oraz
statej wygtadzania. Dobor tych parametrow moze by¢ subiektywny i wptywac¢ na
wyniki, a niewtasciwy ich wybor moze prowadzi¢ do btednej estymacji rozktadu
danych.

— Moze by¢ wymagajaca obliczeniowo, szczeg6lnie przy duzej ilosci danych.

— Moze niedoktadnie odwzorowac¢ ogon rozktadu danych.

Odp. b)
Jadro jednostajne o statej wygladzania 10:
0, x<y-—10
k,(x) ={—— —-10<x <
y() =155 y—10<x<y+10
0, x>y+10
Stad otrzymujemy:
P(X >40) =2 ! 5 01+1 7 01+1 9 01+1 15 01+1 17-0.1
20 20 20 20 20 '
1 1
+%-19-O.1+%-20-0.1=0.485

Zobacz podrozdziat 14.6 w: “Loss Models: From Data to Decisions”, 5th edition - S.A.
Klugman, H.H Panjer, G.E. Willmot, Wiley, 20109.
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Zadanie 3.

a)

b)

Call:

(3p.) Przedstaw koncepcje modelu DGLM (Double Generalized Linear Model) oraz
krotko omoOw sposob estymacji jego parametrow.
(2p.) Wysokos¢ pojedynczej szkody (zmienna clm.incurred) w pewnym portfelu
ubezpieczen AC modelowano z uwzglednieniem nastgpujacych zmiennych
objasniajacych:
ccm — pojemnosé silnika w cm® (zmienna ilosciowa),
nb.rb — zmienna jako$ciowa przyjmujgca dwie kategorie:
NB — nowa polisa;
RB — wznowiona polisa,
driver.gender — pte¢ kierowcy (zmienna jakosciowa: Female, Male).

Wstepna analiza danych wykazala, ze wariancja wysokosci pojedynczej szkody dla
nowych polis byta ponad pottora raza wigksza od wariancji dla polis wznowionych.
W zwigzku z tym, na podstawie zbioru uczacego 0szacowano Double Generalized
Linear Model, w ktorym przyjeto rozktad gamma dla zmiennej objasnianej oraz link
logarytmiczny dla obydwu modeli. Uzyskano nastepujgce wyniki:

dgim(formula = clm.incurred ~ ccm + nb.rb + driver.gender, dformula = ~nb.rb +

ccm, family = Gamma(link = "log"), data = zbior.uczacy)

Mean Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 6.906079e+00 1.201117e-01 57.4971318 0.000000000
ccm 4.048551e-05 6.569563e-05 0.6162588 0.537768064
nb.rbRB -1.907909e-01 6.412235e-02 -2.9754202 0.002948009

driver.genderMale -2.085674e-01 6.370910e-02 -3.2737456 0.001072737
(Dispersion Parameters for Gamma family estimated as below )

Scaled Null Deviance: 3942.734 on 3168 degrees of freedom
Scaled Residual Deviance: 3918.855 on 3165 degrees of freedom

Dispersion Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) 3.768577e-01  9.429130e-02  3.996739 6.422112e-05
nb.rbRB -6.159272e-02  4.975300e-02  -1.237970 2.157273e-01
ccm 9.304519e-05  5.556936e-05  1.674397 9.405254e-02

(Dispersion parameter for Digamma family taken to be 2 )

Scaled Null Deviance: 3632.966 on 3168 degrees of freedom
Scaled Residual Deviance: 3710.548 on 3166 degrees of freedom

Minus Twice the Log-Likelihood: 48391.39
Number of Alternating Iterations: 5
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Wiadomo, ze podstawowe statystki opisowe dla zmiennej ccm w zbiorze uczacym sa

nastepujace:
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
970 1398 1560 1643 1868 2700
Na podstawie podanych wynikéw wyznacz:

— mozliwe minimalne i mozliwe maksymalne 0szacowanie parametru dyspersji

dla polis w zbiorze uczacym,

— 0szacowania wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej modelujace;j
wysokos$¢ pojedynczej szkody dla nowej polisy wystawionej na samochod o

pojemnosci 2700 cm?, ktorego whascicielem jest mezczyzna.

Odpowiedzi

Odp. a)

Zobacz podrozdziat 7.3 w: “Effective Statistical Learning Methods for Actuaries I” - M.

Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Springer, 2019.

Minimalne:
exp(0.3768577 — 0.06159272 + 0.00009304519 - 970) = 1.500081

Maksymalne:
exp(0.3768577 + 0.00009304519 - 2700) = 1.874008

Oszacowanie warto$ci oczekiwane;j:
exp(6.906079 + 0.00004048551 - 2700 — 0.208567) = 903.9941

Oszacowanie wariancji:
Parametr dyspersji: exp(0.3768577 + 0.00009304519 - 2700) = 1.874008
stad otrzymujemy nastgpujace oszacowanie wariancji:

1.874008 - 903.99412 = 1531449
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Zadanie 4.
Zalezno$¢ miedzy dwiema zmiennymi X i Y analizowano na podstawie 30-sto elementowej
proby: (x4, V1) ... (X30, ¥30)- Przy czym w probie tej nie powtarzajg sie zarowno warto$ci
x;, jak 1 wartosci y;. Na rysunku 4.1 przedstawiono wykresy rozrzutu (diagramy
korelacyjne) dla danych (wykres A) oraz dla ich rang (wykres B).
a) (2p.) Na wykresie B liczba niezgodnych par punktow wynosi 25. Oblicz
wspotczynnik korelacji rang Kendalla.

Rys. 4.1
A B
g_
. //{
& 7 4
o,
P
S &
-~ >
© - o
N 4
o & 4

T T T T T 1
4 6 8 10 12 14 16

b) (3p.) Wykorzystujac probe: (xq,y1) ... (X309, V30) 0Szacowano liniowy model
regresji zmiennej Y wzgledem X. Otrzymano nastepujgce reszty z tego modelu:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
& 3.02 31 318 -2.71 -424 033 091 -236 -2.13 -0.51
i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
& 01 -078 -517 -0.05 007 -01 003 -056 -0.32 -0.09
I 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
& 072 064 076 138 399 -1.7 -0.28 3.26 -0.55 0.03

Na rysunku 4.2 przedstawiono wykresy kwantyl-kwantyl (przy zatozeniu rozktadu
normalnego) oraz pudetkowy dla tych reszt.
— Wyjasnij jakie warto$ci sg na osiach wykresu kwantyl-kwantyl.
— Podaj wspotrzedne punktu A wskazanego na wykresie kwantyl-kwanty.
— Na podstawie zamieszczonych wykresow (rys.4.2) wypowiedz si¢ na
temat normalnosci rozktadu reszt. Podaj jeden argument za i jeden
przeciw temu zatozeniu.
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Rys. 4.2
¥ = — o
&
¥ Y - o
1 0 1
Odpowiedzi
Odp. a)
P —_
12—
nn—1)
gdzie:

n — liczba obserwacji
P — liczba par zgodnych
Q — liczba par niezgodnych

_n(n-1) _30-29

— 25 =410
2 2

P-Q  _410-25
nn—1) = 30-29

T=2

Odp. b)

Na osi X sg kwantyle standaryzowanego rozkladu normalnego u : , gdzie i = 1, ...,30,
31

natomiast na osi Y sg uporzadkowane reszty.
Wspotrzedne punktu A:

— x4, = uz. Korzystajac z zamieszczonej tablicy C, otrzymujemy x, = —1.54.
31
- xB = _454’
Zatem otrzymujemy: A = (—1.54, —4.54)

10
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Reszty nie wykazuja rozktadu normalnego, co jest sygnalizowane przez odmienny ksztatt
wykresu kwantyl-kwantyl w ogonach w poréwnaniu do ksztattu oczekiwanego. Jako
pewien argument za przyjeciem rozkladu normalnego mozna podaé¢ wzglednie
symetryczny wykres pudetkowy oraz charakterystyczny ksztalt wykresu kwantyl-kwantyl
poza obszarami 0gonow.

11
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Zadanie 5.

a) (1p.) Podaj definicje procesu GARCH(p, Q).

b) (2p.) Do jakich celéw stuzg modele klasy GARCH?

c) (2p.) Na podstawie szeregu czasowego liczacego 1837 obserwacji stop zwrotu (r;)
PZU (od 2016-06-06 do 2023-10-05) oszacowano model ARMA(0,0)-GARCH(1,1)
z gaussowskimi innowacjami. Uzyskano nastepujgce wyniki:

Optimal Parameters

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
mu 0.000366 0.000386 0.94631 0.343988
omega 0.000021 0.000006 3.65831 0.000254
alphal 0.077897 0.014377 5.41818 0.000000

betal 0.854787 0.028546 29.94420 0.000000

Stopy zwrotu r; i 0szacowane warunkowe odchylenia standardowe &; dla 3
ostatnich obserwacji przedstawia tabela 5.1.

Tab. 5.1
t 1835 1836 1837
Ty 0.00497761 0.00692729 -0.00049322
Ot 0.01856621 0.01781931 0.01720450

Na podstawie powyzszych informacji oszacuj na okres t = 1838:
— warunkowe odchylenie standardowe,
— jednodniowy VaR (warto$¢ zagrozona), przyjmujac poziom tolerancji @ =
0.05.
Odpowiedzi

Odp. a)
Zobacz podrozdziat 4.2 w: “Quantitative Risk Management: Concepts, Techniques and
Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton, 2015
Odp. b)
Zobacz podrozdziat 4.2 w: “Quantitative Risk Management: Concepts, Techniques and
Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton, 2015
Odp. ¢)
Warunkowe odchylenie standardowe:

61535 = 0.00002122216 + 0.07789685 - (—0.00049322 — 0.0003655178)2
+ 0.8547871 - 0.01720450% = 0.0002742922

81838 = ¥0.0002742922 = 0.01656177

Jednodniowy VaR:
VaRy s = 0.000366 + 0.01656177 - (—1.64) = —0.0267953

12
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Zadanie 6.

Wykorzystujac dane zwarte w tabeli 6.1, gdzie symbolem (*) oznaczono obserwacje

cenzurowane z gory:

a) (3p.) Skonstruuj estymator Nelsona-Aalena dla funkcji przezycia S(x). Uwzglednij
poprawke Kleina-Moeschbergera, przyjmujac y = 22.

b) (2p.) Oszacuj wariancje estymatora Nelsona-Aalena dla S(2).

Tab. 6.1
i [1]2] 3 Ja[5[ 6 [ 7 [8] 9 [10[11]12[13[14[15[16] 17 [18 [ 19 | 20

Xi|112|3% |4 4|4 4> (5|78 |8 |8[9|9|9|9]|10* |12 |12 |15*

Odpowiedzi:

Zobacz podrozdziatl4.3 (Przyktad 14.8) w: “Loss Models: From Data to Decisions”, S5th
edition - S.A. Klugman, H.H Panjer, G.E. Willmot, Wiley, 20109.

Odp. b)

Zobacz podrozdziat14.3 (Przyktad 14.9) w: “Loss Models: From Data to
Decisions”, 5th edition - S.A. Klugman, H.H Panjer, G.E. Willmot, Wiley,
2019.

13
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Zadanie 7.

a) (1p.) Krotko przedstaw ideg statystycznych metod uczenia zespotowego (Ensemble
Statistical Learning).

b) (1p.) Wymien co najmniej trzy takic metody wykorzystujgce drzewa (Tree Ensemble
Methods)

c) (3p.) Opisz jedng metode sposrod wymienionych w punkcie b).

Odpowiedzi:
Odp. a)
Zobacz np. podrozdziat 8.2 w “An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R” - G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, Springer, 2021

Odp. b)
Zobacz np. podrozdziat 8.2 w “An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R” - G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, Springer, 2021

Odp. ¢)
Zobacz np. podrozdziat 8.2 w “An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R” - G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, Springer, 2021

14
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Zadanie 8.

a)
b)

c)

(1p.) W jaki sposéb oblicza si¢ reszty dewiancyjne (deviance residuals)?

(2p.) Dlaczego sa one czesto preferowang forma reszt w modelach GLM? Jakie sa
glowne zalety ich wykorzystania w poréwnaniu z innymi rodzajami reszt?

(2p.) Na rysunku 8.1 przedstawiono wykresy reszt zwyklych i dewiancyjnych w
zalezno$ci od wartosci dopasowanych oraz ich histogramy. Reszty te odpowiadajg
temu samemu oszacowanemu uogoOlnionemu modelowi liniowemu. Wskaz i
uzasadnij, jaki rozktad miata zmienne objasniana w tym modelu oraz ktéremu
rodzajowi reszt odpowiadajg poszczegodlne rysunki A, B, C i D.

Rys. 8.1
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Odpowiedzi:

Odp. a)
Zobacz podrozdziat 4.9.2 w: “Effective Statistical Learning Methods for Actuaries 1” -
M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Springer, 2019.

Odp. b)
Zobacz podrozdzial 4.9.2 w: “Effective Statistical Learning Methods for Actuaries I”” -
M. Denuit, D. Hainaut, J. Trufin, Springer, 2019.

Odp. ¢)

Zmienna objasniana ma rozktad zero-jedynkowy.

Wykresy A 1 B odpowiadajg zwyklym resztom, a C i D resztom dewiancyjnym. W
rozwazanym przypadku, zwykle reszty nie moga by¢ wigksze od 1, ani mniejsze od -1 (sa
to roéznice miedzy zaobserwowanymi warto$ciami zmiennej zaleznej tj. 0 lub 1, a
oszacowanymi prawdopodobienstwami).
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Zadanie 9.

a) (3p.) Opisz koncepcje redukcji wariancji w metodzie Monte Carlo za pomocg metody
probkowania wazonego (metody IS - importance sampling).

b) (2p.) Zmienna losowa X ma standardowy rozklad normalny (X~N(O0,1)).
Wykorzystujac przesunigty rozktad wyktadniczy z parametrem A = 1 i odpowiednio
dobranym parametrem przesunigecia, Wyznacz estymator Monte Carlo
wykorzystujacy probkowanie wazone (importance sampling estimator) dla
prawdopodobienstwa P(X > 3.5).

Odpowiedzi:
Odp. a)
Zobacz podrozdziat 9.2.2 w “Reinsurance: Actuarial and Statistical Aspects” - H.
Albrecher, J. Beirlant, J. Teugels, Wiley,2017

Odp. b)
Importance sampling estimator:
n
1 Xi
IS ix,
nd gX;)
gdzie proba X4, X,, ..., X, jest losowana z rozktadu g.
W zadaniu
1 12
X) = —e_fx
glx) = e~ 639
h(X;) = ly535 = 1.
Stad
1 if(xl) RO 1i e P33
nkigX) Y n Nex:
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Zadanie 10.

a) (3p.) Przedstaw przebieg procesu grupowania hierarchicznego wedlug algorytmu
aglomeracyjnego.

b) (2p.) Analizowano podobienstwo profili ryzyka czterech portfeli ubezpieczen: A, B,
C i D z wykorzystaniem aglomeracyjnego grupowani hierarchicznego, w ktorym
odlegto$¢ miedzy skupieniami (Klastrami) mierzono metodg pelnego wigzania
(complete linkage). Kazdy portfel opisano pigcioma zmiennymi diagnostycznymi.
W oparciu o zestandaryzowane wartosci tych zmiennych otrzymano nastepujaca
macierz niepodobienstwa:

A B C D

A 0.3 0.4 0.7
B 0.3 0.5 0.8
C 04 05 0.45
D

0.7 08 045

Narysuj dendrogram, bedacy wynikiem tego grupowania. Zaznacz na nim wysokos¢
weztow i podpisz liscie.

Odpowiedzi:

Zobacz np. podrozdzial 12.4.2 w “An Introduction to Statistical Learning with
Applications in R” - G. James, D. Witten, T. Hastie, R. Tibshirani, Springer, 2021
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