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Wartos$ci dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego N(0,1):

Uwagi

X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x)
0,01 0,503989 0,41 0,659097 0,81 0,79103 1,21 0,886861 1,61 0,946301 2,01 0,977784 2,41 0,992024
0,02 0,507978 0,42 0,662757 0,82 0,793892 1,22 0,888768 1,62 0,947384 2,02 0,978308 2,42 0,99224
0,03 0,511966 0,43 0,666402 0,83 0,796731 1,23 0,890651 1,63 0,948449 2,03 0,978822 2,43 0,992451
0,04 0,515953 0,44 0,670031 0,84 0,799546 1,24 0,892512 1,64 0,949497 2,04 0,979325 2,44 0,992656
0,05 0,519939 0,45 0,673645 0,85 0,802337 1,25 0,89435 1,65 0,950529 2,05 0,979818 2,45 0,992857
0,06 0,523922 0,46 0,677242 0,86 0,805105 1,26 0,896165 1,66 0,951543 2,06 0,980301 2,46 0,993053
0,07 0,527903 0,47 0,680822 0,87 0,80785 1,27 0,897958 1,67 0,95254 2,07 0,980774 2,47 0,993244
0,08 0,531881 0,48 0,684386 0,88 0,81057 1,28 0,899727 1,68 0,953521 2,08 0,981237 2,48 0,993431
0,09 0,535856 0,49 0,687933 0,89 0,813267 1,29 0,901475 1,69 0,954486 2,09 0,981691 2,49 0,993613
0,1 0,539828 0,5 0,691462 0,9 0,81594 13 0,9032 1,7 0,955435 2,1 0,982136 2,5 0,99379
0,11 0,543795 0,51 0,694974 0,91 0,818589 1,31 0,904902 1,71 0,956367 2,11 0,982571 2,51 0,993963
0,12 0,547758 0,52 0,698468 0,92 0,821214 1,32 0,906582 1,72 0,957284 2,12 0,982997 2,52 0,994132
0,13 0,551717 0,53 0,701944 0,93 0,823814 1,33 0,908241 1,73 0,958185 2,13 0,983414 2,53 0,994297
0,14 0,55567 0,54 0,705401 0,94 0,826391 1,34 0,909877 1,74 0,95907 2,14 0,983823 2,54 0,994457
0,15 0,559618 0,55 0,70884 0,95 0,828944 1,35 0,911492 1,75 0,959941 2,15 0,984222 2,55 0,994614
0,16 0,563559 0,56 0,71226 0,96 0,831472 1,36 0,913085 1,76 0,960796 2,16 0,984614 2,56 0,994766
0,17 0,567495 0,57 0,715661 0,97 0,833977 1,37 0,914657 1,77 0,961636 2,17 0,984997 2,57 0,994915
0,18 0,571424 0,58 0,719043 0,98 0,836457 1,38 0,916207 1,78 0,962462 2,18 0,985371 2,58 0,99506
0,19 0,575345 0,59 0,722405 0,99 0,838913 1,39 0,917736 1,79 0,963273 2,19 0,985738 2,59 0,995201
0,2 0,57926 0,6 0,725747 1 0,841345 14 0,919243 1,8 0,96407 2,2 0,986097 2,6 0,995339
0,21 0,583166 0,61 0,729069 1,01 0,843752 1,41 0,92073 1,81 0,964852 2,21 0,986447 2,61 0,995473
0,22 0,587064 0,62 0,732371 1,02 0,846136 1,42 0,922196 1,82 0,96562 2,22 0,986791 2,62 0,995604
0,23 0,590954 0,63 0,735653 1,03 0,848495 1,43 0,923641 1,83 0,966375 2,23 0,987126 2,63 0,995731
0,24 0,594835 0,64 0,738914 1,04 0,85083 1,44 0,925066 1,84 0,967116 2,24 0,987455 2,64 0,995855
0,25 0,598706 0,65 0,742154 1,05 0,853141 1,45 0,926471 1,85 0,967843 2,25 0,987776 2,65 0,995975
0,26 0,602568 0,66 0,745373 1,06 0,855428 1,46 0,927855 1,86 0,968557 2,26 0,988089 2,66 0,996093
0,27 0,60642 0,67 0,748571 1,07 0,85769 1,47 0,929219 1,87 0,969258 2,27 0,988396 2,67 0,996207
0,28 0,610261 0,68 0,751748 1,08 0,859929 1,48 0,930563 1,88 0,969946 2,28 0,988696 2,68 0,996319
0,29 0,614092 0,69 0,754903 1,09 0,862143 1,49 0,931888 1,89 0,970621 2,29 0,988989 2,69 0,996427
0,3 0,617911 0,7 0,758036 11 0,864334 15 0,933193 19 0,971283 2,3 0,989276 2,7 0,996533
0,31 0,62172 0,71 0,761148 1,11 0,8665 1,51 0,934478 1,91 0,971933 2,31 0,989556 2,71 0,996636
0,32 0,625516 0,72 0,764238 1,12 0,868643 1,52 0,935745 1,92 0,972571 2,32 0,98983 2,72 0,996736
0,33 0,6293 0,73 0,767305 1,13 0,870762 1,53 0,936992 1,93 0,973197 2,33 0,990097 2,73 0,996833
0,34 0,633072 0,74 0,77035 1,14 0,872857 1,54 0,93822 1,94 0,97381 2,34 0,990358 2,74 0,996928
0,35 0,636831 0,75 0,773373 1,15 0,874928 1,55 0,939429 1,95 0,974412 2,35 0,990613 2,75 0,99702
0,36 0,640576 0,76 0,776373 1,16 0,876976 1,56 0,94062 1,96 0,975002 2,36 0,990863 2,76 0,99711
0,37 0,644309 0,77 0,77935 1,17 0,879 1,57 0,941792 1,97 0,975581 2,37 0,991106 2,77 0,997197
0,38 0,648027 0,78 0,782305 1,18 0,881 1,58 0,942947 1,98 0,976148 2,38 0,991344 2,78 0,997282
0,39 0,651732 0,79 0,785236 1,19 0,882977 1,59 0,944083 1,99 0,976705 2,39 0,991576 2,79 0,997365
0,4 0,655422 0,8 0,788145 1,2 0,88493 1,6 0,945201 2 0,97725 2,4 0,991802 2,8 0,997445
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Zadanie 1.

a)

b)

d)

Rozwazmy ciagg niezaleznych szkéd X;, i = 1, ...,n, o takim samym rozktadzie,
o skonczonych dwdch pierwszych momentach. Policz wariancj¢ $redniej szkody
1 uzasadnij, ze ryzyko wynikajace ze szkdd jest dywersyfikowalne (1p).
Rozwazmy duzy portfel ubezpieczeniowy, skladajacy si¢ z niezaleznych
jednorocznych polis o identycznych charakterystykach rozktadow szkod. Srednia
szkoda z polis w poprzednim roku szkodowym wyniosta 1,200 PLN. Aktuariusz
przeprowadzit wyceng ubezpieczenia i zaproponowat sktadke czysta (aktuarialng)
na najblizszy rok szkodowy na poziomie 1,500 PLN. Charakterystyki rozktadow
szkod nie zmienity sie. Odwotujac si¢ do zasady dywersyfikacji, ocen te
propozycj¢ (1p).
Rozwazmy cigg niezaleznych zmiennych losowych Y;, i =1,..,n, o takim
samym rozkladzie oraz niezalezna zmienng losowa Z. Wszystkie zmienne
posiadaja skonczone dwa pierwsze momenty. Szkody modelujemy zgodnie z
modelem czynnikowym:

X;=Z+Y, i=1,..,n

Policz wariancje $redniej szkody i1 uzasadnij, ze ryzyko wynikajace ze szkdd nie
jest dywersyfikowalne (1p).

Ubezpieczyciel sprzedaje polisy ubezpieczen zdrowotnych pokrywajace koszty
hospitalizacji. Wskaz przyktady  ryzyka dywersyfikowalnego 1
niedywersyfikowalnego w tym ubezpieczeniu (2p).

Odpowiedzi:

a)

b)

c)

Wyznaczamy:

n —> oo

) )

X1+---Xn> Var(X) 0
= -

Var (
n

n

co oznacza, ze ryzyko S$redniej szkody, mierzone wariancja, zanika w duzym
portfelu (przy powyzszych zatozeniach).

Zgodnie z Mocnym Prawem Wielkich Liczb oraz wtasno$cia z p. a), zachodzi:

X+ X,

- E[X], n - o,
n

co oznacza, ze sktadka czysta (aktuarialna) powinna pokrywaé si¢ ze $rednig
zaobserwowang szkoda w duzym portfelu niezaleznych ryzyk o takich samych
rozktadach szkdéd. W konsekwencji, sktadka w wysokosci 1,500 PLN jest zbyt
wysoka w stosunku do oczekiwanych szkod.

Wyznaczamy:

X+ Xy Var(Y)
Var( ) = -

- +Var(Z) » Var(Z), n - oo,
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co oznacza, ze ryzyko $redniej szkody, mierzone wariancja, nie zanika w duzym
portfelu (przy powyzszych zalozeniach) i pozostaje niedywersyfikowalny
komponent Z.

d) Ryzyko dywersyfikowalne: ryzyko wynikajace z losowych niezaleznych
zachorowan ubezpieczonych (punkt a). Ryzyko niedywersyfikowalne: ryzyko
wynikajace ze wspolnych zachorowan ubezpieczonych w wyniku pandemii (punkt

c).

Przyktadowa literatura: Rozdziat 1.4 w “Actuarial Finance — Derivatives, Quantitative
Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019.
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Zadanie 2.

Rozwazamy jednoroczne ubezpieczenie z funduszem kapitalowym ze skladka
jednorazowg i gwarancja minimalnego $wiadczenia zwigzanego z dozyciem konca
trwania umowy. Zaktadamy, ze ubezpieczony dozywa konca trwania umowy 1 pomijamy
ryzyko $miertelno$ci w tym przyktadzie. W momencie t=0 ubezpieczony wptaca sktadke
w wysokosci 100 PLN. Nastepnie, w momencie t=0 ubezpieczyciel pobiera optate w
wysokosci x=5% wptaconej skladki, w celu zabezpieczenia gwarancji minimalnego
$wiadczenia. Sktadka w wysokosci 100*(1-x)=95 PLN jest lokowana w fundusz
inwestycyjny 1 warto$¢ inwestycji tworzy warto§¢ rachunku ubezpieczonego.
Ubezpieczyciel pobrang optate w wysokosci 100*x=5 PLN lokuje na rachunku
bankowym, na ktorym zarabia 3% w okresie rocznym. W momencie kofca trwania, w
chwili t=1, umowy ubezpieczyciel wyplaca ubezpieczonemu wigkszg z wartosci: wartos¢
rachunku lub 100% sktadki wptaconej na fundusz (sktadki po potraceniu wstepnej optaty).
Kapitalowy wymoég wyptacalnosci na moment t=0 dla tego produktu wynosi 50 PLN.
Udziatowcy oczekuja stopy zwrotu 6% na zaangazowanych srodkach réwnych wartosci
wymogu kapitalowego. Pomijamy podatki 1 pozostate koszty dzialalnosSci
ubezpieczeniowe;.

Aktuariusz postanowit wyceni¢ produkt stosujagc symulacje stochastyczne. Stopy zwrotu
z funduszu modeluje rozktadem lognormalnym, gdzie zakladamy, ze logarytm stopy
zwrotu ma rozklad normalny o warto$ci oczekiwanej 0.1 1 odchyleniu standardowym 0.2.

a) Uzupemnij przeptywy ponizej, wyznacz wynik techniczny i miar¢ Economic Value
Added w scenariuszu, w ktorym stopa zwrotu z funduszu realizuje si¢ na poziomie
kwantyla 15% odpowiedniego rozktadu (2p).

Czas Rachunek Rachunek Rachunek Rachunek
ubezpieczonego | ubezpieczonego | ubezpieczyciela | ubezpieczyciela

t t+1 t t+1

t=0 95 5

Czas Wartos¢ Wartos¢ Wynik EVA

gwarancji $wiadczenia techniczny t+1

t+1 t+1 t+1

=0

b) Aktuariusz zaproponowat uproszczone podej$cie do wyceny, w ktorym stopa
zwrotu z funduszu jest prognozowana deterministycznie zgodnie z wartoScig
oczekiwang w rozktadzie lognormalnym. Ocen t¢ propozycj¢ z punktu widzenia
oceny zyskownosci produktu i warto$ci gwarancji (1p).

c) Ubezpieczyciel stosuje pasywna strategie zabezpieczania ryzykiem finansowym.
Wyznacz optate x, ktoérg powinien pobra¢ w chwili t=0 tak, aby zabezpieczy¢
gwarancj¢ z prawdopodobienstwem 75%. Wystarczy zapisa¢ rownanie, z ktdrego
mozna wyliczy¢ zmienng X (2p).
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Odpowiedzi:

a) Kwantyl rzedu 15% dla stopy zwrotu z rozkladu lognormalnego wynosi
e0-1+0.2+(=1.036) = (0 89, Przeplywy:

Czas Rachunek Rachunek Rachunek Rachunek
ubezpieczonego ubezpieczonego ubezpieczyciela ubezpieczyciela
t t+1 t t+1
t=0 95 95*0.89 = 85.34 5 5*(1+3%) =5.15
Czas Warto$¢ gwarancji Warto$¢ Wynik techniczny EVA
t+1 swiadczenia t+1 t+1
t+1
=0 Max(95-85.34;0) 95 5.15-9.66=-4.51 -4.51-6%*50 =
=9.66 -7.51

b) Gwarancja minimalnego $wiadczenia (wyplata z opcji put) jest nieliniowa funkcja
warto$ci funduszu. W konsekwencji, wyznaczenie warto$ci gwarancji przyjmujac
scenariusz wartosci oczekiwanej dla funduszu nie bedzie odzwierciedlato
prawdziwego oczekiwanego profilu wyptaty z gwarancji. Pomini¢cie symulacji
stochastycznych nie pozwoli rdwniez na ocen¢ ryzyka wystawionej gwarancji
(odchylen od oczekiwanej wyplaty), ktora nie jest zabezpieczona portfelem
replikujacym w tym przyktadzie i przy zatozeniu scenariusza oczekiwanej stopy
zwrotu z funduszu bedzie zawsze out-of-the-money.

c) Niech r oznacza stop¢ procentowg na rachunku bankowym, § stopg zwrotu z
rozktadu lognormalnego z parametrami (u,02), a — prawdopodobienstwo
pokrycia gwarancji, P — wplacong sktadke. Optata x € (0,1) powinna spetniac
roOwnanie:

Pr(Pxx*(1+4+7r)>max(Px(1—x)—Px*(1—x)*S;0)) =a.
Czyli:

a=Pr(P+xx*(1+r)>max(P*(1—x)—Px(1—x)S;0)) =
<x*(1+r) )
Pr{———— > max(1—S5;0)
1—x
(x*(1+r)
=Pr| ———

= T >max(1—S;O)|S>1>*Pr(S>1)

xx(14+r
Pr(#>max(1—5;0)|5£1>*Pr(5£1)
xx(14+r
=PI‘<%>O|S>1>*PI’(5>1)
xx(14+r
Pr(#>1—5|5$1>*Pr(5£1)
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=Pr(s>1) +Pr(s>1-222|5 < 1)« Pr(s< 1)
x*x(14+71)
log (1 - 25221) —
u U 1—x
=1-0(=)+o(=)-@
1 (o‘)+ (0‘) o

Rozwigzujac powyzsze roOwnanie, sostajemy x=0.0323.

Przyktadowa literatura: Rozdzial 15 w“Actuarial Mathematics for Life Contingent
Risks”, 3rd edition - D. Dickson, M. Hardy, H. Waters, Cambridge, 2020; oraz
“EVA/RAROC vs. MCEV Earnings: A Unification Approach”, C. Kraus, The Geneva
Papers on Risk and Insurance - Issues and Practice 38.
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Zadanie 3.

Rozwazamy jednoroczne ubezpieczenie z funduszem kapitalowym ze skladka
jednorazowa i $wiadczeniami zwigzanymi ze $miercig i dozyciem konca trwania umowy.
W momencie t=0 ubezpieczony wplaca sktadk¢ w wysokos¢ 100 PLN i ubezpieczyciel
pobiera optate w wysokosci 100*x% PLN w celu zabezpieczenia zobowigzania.
Nastepnie, sktadka w wysokosci 100*(1-x%) PLN wptacana jest na fundusz, ktorego
dynamika opisana jest geometrycznym ruchem Browna zgodnie ze wzorem:

dS(t) = aS(t)dt + bS(t)dW (1),

gdzie a = 10%, b = 15%. Zwroty z funduszu determinujag warto$¢ rachunku w
ubezpieczeniu. Jezeli ubezpieczony przezyje, ubezpieczyciel wyplaca w momencie t=1,
ubezpieczonemu wicksza z wartosci: warto$¢ rachunku lub 102% sktadki wptaconej na
fundusz (sktadki po potrgceniu wstgpnej optaty). Jezeli ubezpieczony umrze, $wiadczenie
w wyniku $mierci ptatne w momencie t=1 wyniesie 110% wartosci rachunku.
Prawdopodobienstwo zgonu wynosi 5% rocznie zgodnie z najlepszym oszacowaniem
aktuariusza. Na rynku finansowym obserwujemy plaska struktur¢ terminowa i stopa
wolna od ryzyka wynosi 3% w okresie rocznym. Ryzyko $miertelnosci jest niezalezne od
ryzyka finansowego 1 jest w pelni dywersyfikowalne w portfelu. Opcje kwotowane na
rynku finansowym wyceniane sg zgodnie z modelem Blacka-Scholesa. Na rynku
finansowym dostepne sg rachunek bankowy wolny od ryzyka, obligacje wolne od ryzyka
o dowolnym terminie wykupu oraz fundusz. Nie ma ograniczen w handlu na rynku
finansowym.

a) Opisz metode wyceny zobowigzan obowigzujaca w rezimie Wyplacalnos$¢ IL.
Omoéw komponent najlepszego oszacowania i marginesu ryzyka (2p).

b) Ubezpieczyciel zabezpiecza swoje zobowigzanie poprzez replikacje. Wyznacz
warto$¢ X, przy ktoérej pobrana optata pozwoli na replikacje zobowigzania —
gwarancji w wyniku dozycia i sumy na ryzyku w momencie $mierci (2p).

c) Zaproponuj podejscie do wyznaczenia marginesu ryzyka na potrzeby wyceny
powyzszego zobowigzania w rezimie Wyptacalnos¢ I1, jezeli ryzyko $§miertelnosci
nie byloby dywersyfikowalne 1 ubezpieczyciel narazony bylby na
niedywersyfikowalne ryzyko wzrostu wspoOtczynnika $miertelnosci w ciggu
najblizszego roku (1p).

Wskazéwka: Wzor Blacka Scholesa dla opcji put:

Cena opcji put = —N(—d;)S(0) + N(—d,)Ke T,
Delta opcji put = —N(—d,),

1 S(0) 0_2 o
d1—0ﬁ<log<K>+<r+2>T>, d, =d; —oVT.

a) Zgodnie z art. 75-79 w DYREKTYWA PARLAMENTU EUROPEJSKIEGO 1
RADY 2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w sprawie podejmowania i
prowadzenia dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyptacalnos¢ II)

Odpowiedzi:
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b)

oraz art.37 w DYREKTYWA PARLAMENTU EUROPEJSKIEGO [ RADY
2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w sprawie podejmowania i prowadzenia
dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyptacalnos¢ 1I).

Zatozmy, ze S(0)=1. Wtedy S(T) opisuje stopg zwrotu z funduszu w catym okresie
trwania umowy. Niech P oznacza wplacong sktadke. Warto§¢ rachunku F w
momencie 7=/ dana jest wzorem:

F(T)=F(0)*S(T), F(0)=Px*(1—x).

Zobowigzanie (wyptata z gwarancji w wyniku dozycia i suma na ryzyku w
momencie $§mierci ) ma postac:

H=p+max(F(0)*(1+g)—F(T);0)+q*uxF(T)
=p*max(F(0) x (14 g) — F(0) » S(T);0) + g xu = F(0) » S(T)
1—-x)*P+{p*max(1+g—S(T),0)+qg+u=S(T)}

gdzie g oznacza gwarantowang stope zwrotu w calym okresie ubezpieczenia, u —
sum¢ na ryzyku wyrazona jako procent warto$ci rachunku, p i1 g -
prawdopodobienstwa przezycia i zgonu ubezpieczonego. Zaktadamy, ze ryzyko
$miertelnosci jest w pelni dywersyfikowalne i niezalezne od ryzyka finansowego
- losowe zdarzenia zwigzane z dozyciem 1 $§miercia mozemy wigc zastgpic
oczekiwanymi zdarzeniami (liczba przezy¢ i zgonow).

Zobowigzanie H mozna interpretowac jako wyptate z dwoch instrumentow
finansowych - opcji put na S i kontaktu forward na S. Wykorzystujac wzor Blacka-
Scholesa, warto$¢ 1 jednostki opcji put przy parametrach:

r=1log(1+003), 6=015 T=1  K=1+2%, S0)=1,

jest rowna 0.0547. Warto$¢ 1 jednostki kontraktu forward jest rowna cenie
biezacej S(0)=1. Dostajemy réwnanie:

(1 —x){95% * 0.0547 + 5% * 10%} = x.
Roéwnanie spetnia wartos¢ x = 0.0539.
Wyznaczamy zmian¢ warto$ci zobowigzania zwigzang ze wzrostem

wspolczynnika $miertelno$ci. Wyznaczony wymog kapitatowy dla ryzyka
$miertelno$ci przemnazamy przez koszt kapitatu.

Przyktadowa literatura: DYREKTYWA PARLAMENTU EUROPEJSKIEGO [ RADY

2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w sprawie podejmowania i prowadzenia
dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyplacalno$¢ 1II); DYREKTYWA
PARLAMENTU EUROPEJSKIEGO I RADY 2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w
sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej
(Wyptacalno$¢ II); oraz Rozdziat 18.2 w “Actuarial Finance — Derivatives, Quantitative
Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019.
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Zadanie 4.

Rozwazamy wyznaczenie kapitatu ekonomicznego przy pomocy miary Value-at-Risk 1
Conditional Tail Expectation w modelu wewnetrznym firmy ubezpieczeniowe;.
Rozwazmy dwa czynniki Y ~N(0.1,0.05%), Z~N(0.075, 0.032) oraz strat¢ X generowang
przez te dwa czynniki:

d)

XY >0,Z>0)= 0,

Xly<0,zZ>0)= 10
X|Y >0,Z<0)= 50
Xy < 0,Z< 0)= 150

Wyznacz miar¢ VaR na poziomie 95% przy zalozeniu, ze zmienne (Y,Z) sa
niezalezne i uzasadnij, czy zastosowalby$ miar¢ VaR do wyznaczenia kapitatu
ekonomicznego w tym przypadku (1p).

Wyznacz miar¢ CTE na poziomie 95% przy zalozeniu, ze zmienne (Y,Z) sa
niezalezne (1p).

Wyznacz miarg ryzyka CTE przy zalozeniu, ze zalezno$¢ pomigdzy czynnikami
(Y, Z) opisana jest koputg Gumbella:

C(w,v) = exp { —((~In @)* + (—In (¥))H4,

z parametrem a = 2, co odpowiada wsp. Kendalla na poziomie 50% (2p).

Ocen, ktore z powyzszych zalozen dotyczacych zalezno$ci czynnikow jest
bardziej adekwatne, jezeli dysponujemy nastepujagcym wykresem rang obserwacji
dla czynnikow (X,Y):

Rangi (X,Y)

o ot S8,
.‘ 0‘. ‘$¢j W
x 90 A *®
* .

Odpowiedz uzasadnij (1p).

Wskazéwka: Miara CTE dana jest wzorem CTE, (L) = E[L|L = VaR,(L)] .

Odpowiedzi:

a) Wyznaczamy rozktad zmiennej X:
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0 zpr.97.72%  99.38% = 97.12%,
10 zpr.2.28% * 99.38% = 2.26%,
50 zpr.0.62% * 97.72% = 0.61%,
150 zpr.2.28% * 0.62% = 0.01%,

X =

gdzie prawdopodobienstwa dla zmiennej X zostaly wyznaczone zgodnie z
rozkltadami normalnymi dla niezaleznych zmiennych (Y,Z). Obliczamy kwantyl:

VaRo_gs(X) S FX_1(O.95) == O.

Zastosowanie miary VaR nie ma sensu z ekonomicznego punktu widzenia w tym
przyktadzie, poniewaz wynik zero oznacza brak kapitatu.

b) CTE,¢5(X) = E[X] = 0.5507.
¢) Wyznaczamy prawdopodobienstwa dla zaleznych zmiennych (Y,2):

Pr(Y <0,Z <0)=C(2.28%,0.62%) = 0.18%,
Pr(Y <0) =2.28%, Pr(Z<0)=0.62%,

oraz rozktad zmiennej X:

0 zpr.1—-0.18% — 0.44% — 2.10% = 97.28%,
10 zpr. 2.28% — 0.18% = 2.10%,
50 zpr.0.62% — 0.18% = 0.44%,
150 zpr. 0.18%.

VaRgoescx) = 0, CTEqos5(X) = E[X] = 0.6975.

d) Wykres wskazuje na brak zalezno$ci pomig¢dzy czynnikami ryzyka.

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 2.3, 7.2 i 7.4 w “Quantitative Risk Management:
Concepts, Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst,
Princeton, 2015.
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Zadanie 5.

Inwestor dysponuje kapitatem w wysokosci 1000 PLN. Rozwazmy dwa ryzykowne
aktywa i jeden instrument wolny od ryzyka dostgpne na rynku finansowym. Ryzykowne
aktywa majg oczekiwane stopy zwrotu odpowiednio 5% 1 7%, odchylenia standardowe
stop zwrotu: 9% 1 12% 1 wspotczynnik korelacji Pearsona pomigdzy stopami zwrotu
rowny 50%. Stopa wolna od ryzyka wynosi 3%. Rozwazamy problem Markowitza
optymalnego wyboru portfela inwestycyjnego.

a)

b)

Wyprowadz 1 wyznacz alokacje §rodkow (w warto$ciach nominalnych) pomiedzy
aktywa ryzykowne i wolne od ryzyka, przy ktorej otrzymamy najmniejsze ryzyko
inwestycyjne mierzone odchyleniem standardowym straty z inwestycji (strata z
inwestycji mierzona jest stopg zwrotu z inwestycji) przy zadanej wartosci
oczekiwanej stopy zwrotu z inwestycji rownej 6% (3p).

Scharakteryzuj posta¢ linii portfeli efektywnych (efficient portfolio frontier) w
problemie Markowitza, gdzie dopuszczamy wybodr aktywow wolnych od ryzyka i
ryzykownych (1p).

Wyjasnij, jak zmieni si¢ linia portfeli efektywnych (efficient portfolio frontier),
jezeli wykluczymy aktywa wolne od ryzyka. Z punktu widzenia ryzyka
mierzonego odchyleniem standardowym 1 zysku mierzonego warto$cia
oczekiwang inwestycji, wyjasnij co zyskujemy wybierajac aktywa wolne od
ryzyka do naszego portfela inwestycyjnego (1p).

Odpowiedzi:

a)

b)

Niech a oznacza procentowy udziat $rodkéw zainwestowanych w pierwszy
ryzykowny instrument, b — procentowy udziat §rodkéw zainwestowanych w drugi
ryzykowny instrument. Reszta sSrodkow inwestowana jest w instrument wolny od
ryzyka. Rozwigzujemy problem optymalizacyjny:

a?%0.092 + b%2%x0.12°+2%a*0.09% b *0.12 * 0.5 - min
p.W.
ax0.05+b+0.07+ (1—a—>b)=*0.03 =0.06.

Stosujac metod¢ mnoznikow Lagrange’a, dostajemy

a = 64.29%,b = 21.43%,

Warto$ci nominalne zainwestowanych $rodkéw wynosza: 642.90 PLN, 214.30
PLNi 142.80 PLN.

Na ptaszczyznie (u, o), linia portfeli efektywnych ma ksztatt polprostej. Na linii
portfeli efektywnych lezg optymalne portfele zgodnie z kryterium Markowitza,
takie, ze nie istnieje portfel o nizszej wariancji stopy zwrotu przy ustalonej
wartos$ci oczekiwanej stopy zwrotu 1 nie istnieje portfel o wyzszej wartosci
oczekiwanej stopy zwrotu przy ustalonej wariancji stopy zwrotu.
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c) Na ptaszczyznie (u, o), linia (granica) portfeli efektywnych ma ksztalt gatezi
hiperboli powyzej wierzchotka. W klasycznym przypadku, poétprosta z p. b) jest
styczna do hiperboli (mozna poming¢ pozostate przypadki). Oznacza to, ze
dotagczenie instrumentu wolnego od ryzyka do portfela inwestycyjnego pozwala
uzyskac nizsza wariancj¢ stopy zwrotu przy zadanej oczekiwanej stopie zwrotu.

Przyktadowa literatura: Rozdzial 3.2 w “Financial Markets Theory: Equilibrium,
Efficiency and Information”, 2" edition - E. Barucci, C. Fontana, Springer, 2017.
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Zadanie 6.

Rozwazamy dwie linie biznesowe, w ktorych wyznaczono jednoroczne oczekiwane zyski
per ekspozycja na poziomie 30 i 50 oraz jednoroczne wymogi kapitatowe per ekspozycja
na poziomie 100 1 175. Wymogi kapitalowe oraz oczekiwane zyski zalezg liniowo od
ekspozycji. Wspotczynnik korelacji Pearsona pomig¢dzy jednorocznymi stratami w liniach
wynosi 0.25. Wymogi kapitatlowe dla linii 1 spotki wyznaczamy zgodnie z metoda
czynnikowa, w ktorej wymodg kapitatlowy jest rowny trzykrotnosci odchylenia
standardowego jednorocznej straty. Ekspozycje w obu liniach wynosza po 1 jednostce.

a) Wyznacz wymog kapitatowy dla obu linii tacznie (zdywersyfikowany kapitat dla
spoiki) (1p).

b) Wyznacz alokacje Eulera zdywersyfikowanego kapitatu dla spotki do linii
biznesowych — wyprowadZ wzor na alokacje¢ bezposrednio z ogélnej definicji
alokacji Eulera (2p).

c) Wyznacz miary RORAC dla spéiki i linii biznesowych przy alokacji Eulera (1p),

d) Uzasadnij, w ktorej linii nalezy zwigkszy¢ ekspozycije, aby zmaksymalizowaé
RORAC dla spoéiki (1p).

Odpowiedzi:

a) Wyznaczamy zdywersyfikowany kapitat:

2 2
RC(L1+L2)=3*\/(%) +(13L5) +2# 2% 224 0.25 = 222.21.

b) Zgodnie z alokacjg Eulera, alokacja zdywersyfikowanego kapitatu wyznaczonego
zgodnie z miarg RC dana jest wzorem:

d
EC(LllL) = ERC(Ll + LZ + hLl)IhZO'

Rozwazmy miarg ryzyka RC rowng odchyleniu standardowemu. Wyznaczamy:

RC(Ly + Ly + hL,) = /(1 4+ h)262 + 02 + 2(1 + h) o, 0,p,
EC(LllL) — Jf"“fﬂfzp

,af+022+20102p

Wyznaczamy alokacje kapitatu do linii pierwszej 1 drugie;:

cov(Ly, Ly +L,) 1 100% + 100 = 175 = 0.25
EC(L{|L) = 3 * =%
SD(Ly + Ly) 3 /1002 + 1752 + 2 %« 100 * 175 % 0.25
= 64.69,
cov(L,, L, + L 1 1752 + 100 = 175 = 0.25
EC(L,IL) = 3 * (Ly, Ly 2)=_*
SD(L; + L) 3 1002 + 1752 + 2 % 100 * 175 = 0.25
= 157.51.
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c¢) Wyznaczamy miary RORAC:

30
RORAClinial = m = 046,
50
RORAClim'a” = m = 0.32,
80
RORACSpé{ka = m = 0.36.

d) Poniewaz RORACpniq; > RORACsps1kq > RORAC iniq , mnalezy zwigkszy¢
ekspozycje w lini¢ pierwsza.

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 8.4 1 8.5 w “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,
2015.
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Zadanie 7.

Inwestor posiada $rodki w wysokosci 20 PLN. Zamierza zbudowac portfel inwestycyjny
kupujac:

e x jednostek akcji A,

e y jednostek opcji put na akcje A z ceng wykonania 0.8 i terminem zapadalnosci 2
lata.

Cena biezaca akcji A wynosi 1, jej zmienno$¢ w okresie rocznym 20%, stopa wolna od
ryzyka w okresie rocznym 5%.

a) Wyznacz x 1y, aby portfel byt delta neutralny (2p).

b) Wyznacz gamma portfela (1p).

c) Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze wartos¢ portfela inwestycyjnego delta
neutralnego zwigkszy si¢ 0 1% w ciggu 5 dni stosujac aproksymacje delta-gamma
(rozwinigcie Taylora drugiego rzedu warto$ci portfela) i przyjmujac zatozenie, ze
S(h) —S(0) =~ S(0) * Z, Z~N(0,02h). Zaktadamy, Ze rok sktada si¢ z 250 dni.
W rozwinigciu Taylora pomijamy skrécenie terminu wykupu dla opcji (2p).

Wskazéwki: Wzor Blacka Scholesa dla opcji put, wspotczynniki delta i gamma:

Cena opcji put = —N(—d;)S(0) + N(—d,)Ke™'T,
Delta opcji put = —N(—d,),
f(dy) _ 1 _x?p2
S(O)O'\/T. s f(x) - m e

1 S(0 2
dlzaﬁ(log( g()>+<r+%>T>, d, = d, — oVT.

Gamma opcji put =

Odpowiedzi:
a) Rozwigzujemy réwnanie:

x +y*0.0154 = 20,
x+y=*(—=0.1011) =0,

gdzie pierwsze rOwnanie opisuje wartosci inwestycji, drugie rownanie — parametry
delta inwestycji. Dostajemy x=-151.75 1 y=171.75.

b) Gamma portfela, réwna gammie pozycji W opcj¢ put, Wynosi
171.75%0.6254=107.42.

c) Stosujac aproksymacje Taylora drugiego rzedu dostajemy:

V(S(h) —V(S(0)) = V,(5(0))S(0)Z + %1/55(5(0))52(0)22 = 53.71 * Z2.

Wyznaczamy prawdopodobienstwo:
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Pr (V(S(h)) —V(S(0)) > 1% * V(S(O))) = Pr(53.71 % Z2 > 0.2)

—0.061
= Pr(|Z| > 0.061) =2 * ® | ——] = 0.0309.

/5
O.ZW

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 20.5 w “Actuarial Finance — Derivatives, Quantitative
Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F'. Renaud, Wiley, 2019; oraz Rozdziat
2.2 w “Quantitative Risk Management: Concepts, Techniques and Tools”, revised edition
- A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton, 20135.
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Zadanie 8.

Rozwazamy uproszczony model wewngtrzny w rezimie Wyptacalno$¢ I, w ktéorym
rozwazamy wytacznie ryzyko rezerw pochodzace z jednego roku szkodowego. Stosujemy
model klasyfikacji krzyzowej Over-Dispersed Poisson, w ktorym skumulowane wyptaty
(C;,i =0, ...,n), w przysztych latach kalendarzowych i, opisane sag wzorem: C, = 1000,
C; = C;i_q + X;, gdzie X;~ODP(u;, ¢;) sa niezalezne oraz

Rok kalendarzowy Ui b
1
1 500 2.5
2 300 1.5
3 100 1.1

Podane oszacowania (u;, ¢;) sa oszacowaniami best estimate dla rozktadow szkod 1 nie
zmieniajg si¢ w kolejnych latach kalendarzowych niezaleznie od realizacji wyptat. Na
rynku finansowym obserwujemy ptaskg struktur¢ terminowg i roczna stopa wolna od
ryzyka wynosi 0%. W celu wyznaczenia miar ryzyka, stosujemy aproksymacje rozktadow
szkod rozktadem normalnym.

a) Wyznacz wymodg kapitalowy dla ryzyka rezerw w modelu wewnetrznym
w horyzoncie jednorocznym w rezimie Wyplacalno$¢ 11, zapisz i uzasadnij strate,
ktérej ryzyko oceniasz, oraz miarg ryzyka, ktora zastosujesz (2p).

b) Wyznacz wymog kapitalowy dla ryzyka rezerw w modelu wewngtrznym w
horyzoncie ostatecznym stosujac miar¢ Value-at-Risk na poziomie istotnosci
75%, zapisz 1 uzasadnij stratg, ktdrej ryzyko oceniasz (2p).

c) Wyznacz reverse stress test dla szkdéd wyplaconych w najblizszym roku
kalendarzowym (kwantyl w rozktadzie prawdopodobienistwa), ktory doprowadzi
do zwigkszenia aktualnego oszacowania szkody ostatecznej o 5% (poréwnujemy
najlepsze oszacowania catkowitych wyplat z analizowanego roku szkodowego na
poczatku i1 na koncu pierwszego roku kalendarzowego) (1p).

Wskazoéwka: Jezeli X;~0ODP (u;, ¢;), to E(X;) = w;, Var(X;) = ¢;E(X;).
Odpowiedzi:
a) Strate w horyzoncie jednorocznym definiujemy jako:
Liyr = E[Cy|Cy, Co] — E[Cr|Co] = X1 — E[X1]~N(0,2.5 = 500).
Miara VaR 995 (L1yr) = 2.57 * V1250 = 91.06.
b) Strat¢ w horyzoncie ostatecznym definiujemy jako:

Lyir = E[Cnlcn' Cn-1, -, Cy, Co] - E[Cn|Co]
=Cp — E[Cnlco]
=X; + X, +X; —E[X; + X, + X3]~N(0,2.5 %500 + 1.5 * 300 + 1.1 * 100).

Miara VaR0_75(LULT) = 0.67 * \Y 1810 = 28.69.
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Powyzsze wartosci oczekiwane opisujg najlepsze oszacowania szkody ostatecznej
z zadanego roku szkodowego pod warunkiem informacji w danym momencie
czasu rozwoju szkody.

¢) Oszacowanie szkody ostatecznej na moment t=0 wynosi:
E[C,|Cy] = 1000 + 500 + 300 + 100 = 1900
Oszacowanie szkody ostatecznej na moment t=1 wynosi:

E[C,|Cy, Co]l = 1000 + X; + 300 + 100 = X; + 1400

Szukamy scenariusza, w ktorym zachodzi:

X, + 1400 > 1900 * (1 + 5%)
X, > 595

Wyznaczamy prawdopodobienstwo scenariusza:

595 - 500

Pr(X, > 595 =1—<1><—
%, ) V2.5 * 500

) = 0.0036.

Przyktadowa literatura: “Claims run-off uncertainty: the full picture” - M. Merz, M.V.
Wiithrich, 2015, oraz Rozdzial 3.5.6 w “Actuarial Aspects of ERM for Insurance
Companies”, 2016.
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Zadanie 9.

Firma ubezpieczeniowa przygotowata bilans w rezimie Wyptacalnos¢ II na koniec 2022r.
Wyznaczyla warto$¢ najlepszego oszacowania zobowigzan (best estimate) réwna 500,
margines ryzyka (rvisk margin), przy koszcie kapitatu 6%, rowny 75, kapitalowy wymog
wyplacalnosci rowny 250 oraz wielko$¢ srodkéw wiasnych (nadwyzka aktywow nad
warto$¢ zobowigzan) réwng 800. Firma wykorzystuje Formut¢ Standardowa. Na rynku
finansowym obserwujemy ponizszg strukture terminowg i stopa wolna od ryzyka wynosi:

Okres zapadalno$ci 1 rok 2 lata 3 lata 4 lata
Stopa wolna od ryzyka 3% 3.5% 4% 4%

Warto$¢ najlepszego oszacowania przeplywu pieni¢znego w roku 2023, ktére jest
uwzglednione w najlepszym oszacowaniu zobowigzania na koniec 2022, wynosi 200
(zaktadamy, ze przeptyw nastepuje na koncu roku, przed wyceng zobowigzania na koniec
2023). Na koniec roku 2023 okazalo sig¢, ze przeptyw pieni¢zny w roku 2023 wynidst 300,
zamiast oczekiwanych 200, i aktuariusz postanowil zmieni¢ zatozenia wyceny, co
skutkowato zwigkszeniem najlepszego oszacowania zobowigzan i marginesu ryzyka na
koniec 2023 o0 30% w poréwnaniu z oszacowaniami, ktore zostatyby policzone na koniec
2023 przy parametrach ustalonych na koniec 2022. Struktura terminowa stop
procentowanych nie zmienila si¢.
a) Wyznacz warto$¢ najlepszego oszacowania zobowigzan na koniec 2023 (1p).
b) Wyznacz margines ryzyka na koniec 2023 (1p).
c) Wyznacz wielko$¢ srodkéw wihasnych na koniec 2023, przyjmujac zatozenie, ze
aktywa lokowane sg w instrumenty wolne od ryzyka (2p).
d) Jak zmieni si¢ wynik z punktu c), jezeli przyjmiemy zatozenie, ze w roku 2022
ubezpieczyciel osiagnat stope zwrotu w wysokosci 5% ze swoich aktywow —
wykonaj ponowne obliczenia (1p).

Odpowiedzi:
a) Warto$¢ najlepszego oszacowania wyznaczamy zgodnie ze wzorem:

_EC)+1
o— L .
1+ Tf
Warto$¢ najlepszego oszacowania na koniec 2023 przed zmiang zatozen wyceny
wynosi  V; =500%(1+3%)-200=315. Po zmianie zalozen wyceny, wynosi

315%1.3=409,50.

b) Warto$¢ marginesu ryzyka wyznaczamy zgodnie ze wzorem:

_ CoC = SCR(1) + RM,

RM
0 1+Tf

Warto$¢ marginesu ryzyka na koniec 2023 przed zmiang zalozen wyceny wynosi
RM; =75%(1+3%)-6%%*250=62.25. Po zmianie zalozen wyceny, wynosi
62.25%1.3=80.92.
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¢) Warto$¢ $rodkéw wiasnych na koniec 2022 wynosi 800. Srodki wlasne rosna
zgodnie ze stopa zwrotu o warto$é 3%*800=24. Srodki wlasne sa roéwniez
powigkszane o warto$§¢ $rodkéw uwalniang z marginesu ryzyka, czyli
6%%*250=15. Jednoczesnie, $rodki wilasne sg pomniejszane o zmiang warto$ci
zobowigzan zwigzang ze zmiang zatozen wyceny, czyli s3 pomniejszane o
315*%30%+62.25*%30%=113.17, jak réwniez o rdznic¢ pomiedzy realizacja
przeplywu a jego oczekiwang warto$cig, czyli s3 pomniejszane o 300-200=100.
Warto$¢ $rodkow wlasnych na koniec 2023 wynosi 800+24+15-113.17-
100=625.82.

d) Wartos¢ aktywow na moment t=0 wynosi 800+500+75=1375. Dodatkowy zysk
ponad stope wolng od ryzyka wynosi 1375*2%=27.5, ktory powicksza srodki
wlasne.

Przyktadowa literatura: Art. 75-79 1 88 w DYREKTYWA PARLAMENTU
EUROPEJSKIEGO I RADY 2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w sprawie
podejmowania i prowadzenia dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej
(Wyptacalno$¢ II); oraz art.37 w DYREKTYWA PARLAMENTU EUROPEJSKIEGO [
RADY 2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w sprawie podejmowania i prowadzenia
dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyptacalnos¢ II).
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Zadanie 10.

Wymien 1 krotko opisz wymogi jakie powinien spetni¢ model wewngtrzny w Swietle
Dyrektywy Wyptacalnos¢ 11, aby zostal zaakceptowany przez organ nadzoru. Nalezy
opisac pie¢ standardow (5p).

Odpowiedzi: Zgodnie z art. 222-247 w ROZPORZADZENIE DELEGOWANE KOMISJI
(UE) 2015/35 z dnia 10 pazdziernika 2014 r. uzupetniajgce dyrektywe Parlamentu
Europejskiego i Rady 2009/138/WE w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalnosci
ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyptacalnosc II).
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