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Uwagi

a) W prezentowanych wynikach separatorem dziesigtnym (znakiem dziesigtnym) jest
kropka ,, .”.

b) Wartosci x3,, rozkladu chi-kwadrat spetniajace warunek P(x* = x&.,) = «

v 0.995 0.99| 0.975 0.95 0.9 0.1 0.05| 0.025 0.01| 0.005
1 0.000| 0.000f 0.001| 0.004| 0.016| 2.706| 3.841| 5.024| 6.635| 7.879
2 0.010| 0.020f 0.051| 0.103| 0.211| 4.605| 5991| 7.378| 9.210| 10.597
3 0.072| 0.115| 0.216| 0.352| 0.584| 6.251| 7.815| 9.348| 11.345| 12.838
4 0.207| 0.297| 0.484| 0.711| 1.064| 7.779| 9.488| 11.143| 13.277| 14.860
5 0.412| 0554 0.831| 1.145| 1.610| 9.236| 11.070| 12.833| 15.086| 16.750
6 0.676| 0.872| 1.237| 1.635| 2204| 10.645| 12.592| 14.449| 16.812| 18.548
7 0.989| 1.239| 1.690| 2167| 2.833| 12.017| 14.067| 16.013| 18.475| 20.278
8 1.344| 1.646| 2.180| 2.733| 3.490| 13.362| 15.507| 17.535| 20.090| 21.955
9 1.735| 2.088| 2.700| 3.325| 4.168| 14.684| 16.919| 19.023| 21.666| 23.589
10 2.156| 2558| 3.247| 3.940| 4.865| 15.987| 18.307| 20.483| 23.209| 25.188
11 2.603| 3.053| 3.816| 4.575| 5.578| 17.275| 19.675| 21.920| 24.725| 26.757
12 3.074| 3571| 4.404| 5.226| 6.304| 18.549| 21.026| 23.337| 26.217| 28.300
13 3.565| 4.107| 5.009| 5.892| 7.042| 19.812| 22.362| 24.736| 27.688| 29.819
14 4075| 4.660| 5629| 6.571| 7.790| 21.064| 23.685| 26.119| 29.141| 31.319
15 4.601| 5.229| 6.262| 7.261| 8.547| 22.307| 24.996| 27.488| 30.578| 32.801
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Zadanie 1.

a)
b)

c)

(2p.) Scharakteryzuj efekt interakcji w uogolnionych modelach liniowych (GLM).
Opisz na czym polega i jak jest uwzgledniany.
(1p.) Czy mozna moéwic¢ o wystgpowaniu efektu interakcji w modelach GLM, w
ktorych zmienne objasniajace nie sg ze soba skorelowane? Odpowiedz uzasadnij.
(2p.) Przedluzenie przez klienta zaktadu ubezpieczen polisy na kolejny rok
modelowano za pomocg regresji logistycznej. Przyj¢to, ze zmienna zalezna Y
przyjmuje warto$¢: Y = 1, gdy klient przedtuzy umowe oraz Y = 0, gdy nie
przedluzy. Uwzgledniono nastgpujgce zmienne objasniajgce:

plec: Pte¢ (K - kobieta, M — mezczyzna)

lojalnosc: Liczba lat, w ktorych kierowca byt klientem zaktadu.
Metoda najwickszej wiarygodnos$ci oszacowano nastepujace parametry tego
modelu:

Estimate Std. Error  Pr(>|z|)
(Intercept) -0.458 0.13364 0.00061
lojalnosc 0.045 0.01249 0.00027
plecM -1.592  0.16972 0.00000
lojalnosc*plecM 0.046 0.01441 0.00133

Zdefiniuj co to jest szansa i ocen jak zmienia si¢ szansa przedtuzenia przez
klienta polisy, gdy lojalnosc wzrasta o 1 rok.

Odpowiedzi:

Odp. a)
OdpowiedZ powinna zawiera¢ CO najmniej nastgpujace informacje:

Efekt interakcji pomiedzy zmiennymi objasniajagcymi oznacza zmiang sity
wplywu jednej ze zmiennych (na zmienng zalezng) przy roznych wartosciach innej
zmiennej.

Jest uwzgledniany przez wprowadzenie do modelu sztucznego predyktora
(sztucznej zmiennej objasniajacej) bedacej iloczynem dwdch lub wigkszej liczby
zmiennych.

Odp. b)

Tak, efekt interakcji moze wystgpowa¢c w modelach GLM, w ktérych zmienne
objasniajace nie sg ze sobg skorelowane. Jako przyktad mozna podac portfel ubezpieczen
OC o tej samej strukturze wiekowej dla kobiet i m¢zczyzn. Ple¢ i wiek sg zmiennymi
niezaleznymi. Mlodzi kierowcy plci meskiej sa na ogoét bardziej niebezpieczni w
poréwnaniu z mtodymi kierowcami plci zenskiej. Prawidlowos¢ ta znika lub odwraca sig
w starszym wieku. Tak wiec, wiek 1 pte¢ moga wchodzi¢ w interakcje, mimo ze s3
niezalezne.
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Odp. ¢)
Szansg (odds(A)) nazywamy iloraz prawdopodobienstwa wystapienia zdarzenia A do
prawdopodobienstwa jego niewystgpienia:

P(A)
dds(A) = —————
odds(4) = T=p
Szansa przedtuzenia polisy:
— dla kobiet wzrost 0 4.603%
— dla mezczyzn wzrost 0 9.527%
Rozwigzanie:
1 bi { —0.458 + 0.045 - lojalnosc, dla kobiet
T, ~ 1-0.458 — 1.592 + (0.045 + 0.046) - lojalnosc, dla mezczyz
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Zadanie 2.

a)

(2p.) Co to jest zmienna offsetowa (zmienna przesunigcia, offset) i jaka role
odgrywa w szacowaniu uogolnionych modeli liniowych?

b) (2p.) W celu predykeji rocznej liczby szkdd, na podstawie danych podanych w
Tab. 2.1, oszacowano dwa modele regresji Poissona M1 i M2 z linkiem
kanonicznym dla dwodch roznych zmiennych objasnianych (zaleznych). W obu
modelach uwzgledniono zmienng E, jednak wystepowata ona w r6znych rolach.
Uzyskano takie same warto$ci parametréw przy zmiennych objasniajgcych dla
tych modeli. Na Rys. 2.1 przedstawiono w postaci wykresow pudetkowych
wartosci dopasowane (teoretyczne) dla M1 1 M2.

Tabela 2.1
Czas trwania Pte¢ (K- Obszar Liczba szkod
Nr polis (ekspozycja) w kobieta, M- zamieszkania
PolIsy latach mezczyzna)
E plec obszar K
1 5 M W 0
2 5 K W 0
3 4 M W 1
4 3 K 4 1
5 4 K W 0
6 3 K 4 1
7 5 M 4 0
8 5 M Z 2
9 3 M W 1
10 2 K W 1
11 4 M Z 1
12 5 K Z 0
Rysunek 2.1
M1 M2
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plec : obszar plec - obszar
Scharakteryzuj model M1 i M2. W szczegdlnosci, podaj postacie predyktorow
liniowych (prostych regresji) i wskaz jaka role w estymacji M1 i M2 odgrywa
zmienna E.
c) (1p.)W tabeli Tab. 2.2 podano warto$ci oszacowanych parametrow. Wyznacz

wartosci dopasowane (teoretyczne) dla M1 1 M2 dla grupy kierowcéw M.W
(mezczyzni, obszar W). Jak je interpretujemy.
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Tabela 2.2
Estimate
(Intercept) -2.2214
plecM 0.3282
obszarZ 0.4152
Odpowiedzi

Odp. a)

Offset (przesunigcie) jest wspolzmienng uogélnionego modelu regresji o stalym
parametrze rownym 1, ktorego si¢ nie szacuje. Reprezentuje zatem informacje a priori
wnoszong do modelu. Offset jest najczes$ciej uzywany do skalowania modelowania
$redniej w regresji Poissona z linkiem logarytmicznym.

Zmienna offsetowa uwzglednia ekspozycj¢ na ryzyko. W przypadku modelowania liczby
szkod K; oznacza najczgéciej czas trwania polisy. Uwzglednienie jej powoduje, ze E (K;)
zmienia si¢ proporcjonalnie do ekspozycji. Innymi stowy, jezeli czas trwania polisy
ros$nie, wowczas wartos¢ oczekiwana E (K;) rowniez roénie.

Model:

M1 - predyktor liniowy: In(K) = B, + f; - plec + B, - obszar + In(E), zmienna E
wystepuje w roli offsetu.

M2 - predyktor liniowy: ln(g) = By + f1 - plec + B, - obszar, zmienna E
wystepuje w roli wag.

Model M1:
— polisal: K = exp(—2.2214 + 0.3282 + In(5)) = 0.7529458
— polisa3: K = exp(—2.2214 + 0.3282 + In(4)) = 0.6023566
— polisa 9: K = exp(—2.2214 4+ 0.3282 + In(3)) = 0.4517675
Wartoéci K sa to érednie dla liczby szkod w czasie ekspozycji odpowiednio 5, 4 i 3 lata.

Model M2:
Dla wszystkich polis z grupy M.W (mezczyzni, obszar W):% = exp(—2.2214 + 0.3282) =

0.1505892. Wartos¢ % to Srednia roczna liczba szkod dla kierowcow z grupy M.W.

Rozwiazanie:
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Zadanie 3.

Aktuariusz podzielit dane na zbidr uczacy i zbidr testowy. Nastepnie w oparciu zbior
uczacy oszacowat kilkadziesigt modeli. Jakos¢ tych modeli sprawdzit na zbiorze uczagcym
I testowym, obliczajac RMSE. Na ponizszym wykresie (Rys.3.1) przedstawiono
zalezno$¢ miedzy jakoscig modeli a ich zlozono$cig reprezentowang przez liczbe
parametrow.

Rysunek 3.1
14,0

RMSE

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
Liczba parametrow

Uczagcy e====- Testowy

a) (2p.) Krotko opisz co najmniej dwa powody podziatu danych na zbior uczacy i
zbidr testowy.
b) (2p.) Krotko opisz ztozonos¢ i jakos¢ nastepujacych modeli:
i.  M1: 10 parametrow,
ii.  M2: 70 parametrow,
iii.  Ma3: 100 parametrow.
Czy kazdy z nich zachowuje optymalng réwnowage miedzy zlozonos$cig a
wydajnoscig? Wskaz optymalny.
¢) (1p.) Zidentyfikuj i krotko opisz jedng sytuacje, w ktorej korzystne jest dzielenie
danych w szeregu czasowym na zbiory uczacy i testowy wedlug czasu, a nie w
sposob losowy.

Odpowiedzi:

Odp. a)

Na przyktad:

1. Sprawdzenie modelu na danych, ktore nie byly wykorzystywane do jego szacowania.
Testowanie dziatania modelu na tym samym zestawie danych, na ktérym model zostat
zbudowany, daje zbyt optymistyczne wyniki. Uzycie danych uczacych do poréwnania
tego modelu z innymi modelami zbudowanymi na réznych danych daje mu nieuczciwg
przewage.
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2. Sprawdzenie, czy model nie zostal przeuczony. Wraz ze wzrostem ztozonosci modelu
dopasowanie do danych uczacych bedzie zawsze coraz lepsze. Natomiast w przypadku
danych testowych, ktore nie braty udziatu w procesie dopasowywania modelu, dodatkowa
zlozono$¢ moze nie poprawic¢ jakosci modelu. W miare jak model staje si¢ bardziej
ztozony, jego jako$¢ na zbiorze testowym jest coraz stabsza, az w koncu si¢ pogorsza.
Mozna to zaobserwowac na rysunku w tym pytaniu.

Model M2 ma odpowiednig rownowage, poniewaz ma najmniejszy testowy RMSE.
Model M1 jest zbyt prosty, natomiast model M3 jest zbyt ztozony.

Na przyktad zadbanie o to, aby w obydwu zbiorach, tj. uczacym i testowym mozna byto
wyodrebnic te same glowne sktadowe szeregu czasowego (np. trend, wahania okresowe,
wahania cykliczne,...).

Rozwiazanie:
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Zadanie 4.

Modelujac liczbe szkod w pewnym portfelu ubezpieczen AC oszacowano dwa modele
regresji Poissona: A i B. Przy czym w modelu A uwzgledniono wszystkie zmienne z
modelu B i dodatkowo zmienng jako$ciowa Marka.samoch okreslajaca marke
samochodu. Wybrane wyniki oszacowan podano w Tab. 4.1.

Tabela 4.1

Model A Model B
Liczba oszacowanych parametrow 31 25
Dewiancja 62987.71 63059.85
Kryterium informacyjne AIC 81908.42 81968.57

a) (1p.) Wskaz liczbg kategorii zmiennej Marka.samoch.

b) (2p.) Co to jest dewiancja i dlaczego jest wazng miarg w modelowaniu
statystycznym. Zapisz dewiancje w regresji Poissona.

c) (2p.) Sprawdz, czy marka samochodu jest istotna statystycznie w modelowaniu
liczby szkod (w rozpatrywanym przypadku). Krétko scharakteryzuj zastosowany
test i uzasadnij jego wybor.

Krotko omow zasadno$é wykorzystania marki samochodu jako czynnika ryzyka
w modelowaniu liczby szkdéd w portfelach ubezpieczen.

Odpowiedzi

Odp. b)
Dewiancja jest miarg tego, jak blisko warto$ci dopasowanych (teoretycznych) modelu sa
warto$ci obserwowane. Pozadany jest model z mniejsza dewiacjg (chociaz wazne jest,
aby uwaza¢ na nadmierne dopasowanie). Obserwacje, ktore maja duzy udziat w
dewiancji, nalezy zbada¢ pod katem btedow lub wartosci odstajacych. Miara ta moze by¢
wykorzystany w procesie porownywania dwoch modeli zagniezdzonych.
Dewiancja w regresji Poissona (z logarytmicznym linkiem):

n

Z 2(yi(Iny; —=Inf;) — (v; — ),

gdzie fi; oznacza wartosci dopasowane (teoretyczne).

Odp.c
W zpada)niu nalezy poréwna¢ dwa modele zagniezdzone, gdy parametr dyspersji (skali)
jest znany. W zwigzku z tym mozna zastosowac test chi-kwadrat dla r6znicy dewiancji.
Hipoteza zerowa HO: Dwa modele sg statystycznie takie same.
Statystyka testowa wyraza si¢ wzorem:
x*=D(y;6%) - D(y;6°),
gdzie:
D(y; 6r ) — dewiancja modelu o mniejszej liczbie parametrow p,
D(y; 0 Q) — dewiancja modelu o wigkszej liczbie parametréw q,
Statystka ta ma rozktad chi-kwadrat 0 g — p stopniach swobody
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Wartos$¢ statytstyki:

x? =D(y;6%) —D(y;0?) = 63059.85 — 62987.71 = 72.14
Stopnie swobody: 31 — 25 =6
Warto$¢ krytyczna np. na poziomie istotnosci 0.05 wynosi (z tablic): 12.592

Wnhiosek: Na poziomie istotno$ci 0.05 hipotez¢ zerwa nalezy odrzuci¢, czyli marka
samochodu jest istotna w modelowaniu liczby szkéd.

Z markg samochodu moze by¢ zwigzany np. styl jazdy, r6zne marki to r6zne warto$ci
samochodu (tym samym rézna szkodowos¢), itp.

Rozwigzanie:

10
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Zadanie 5.

Odchylenia miesiecznych kosztéw catkowitych skorygowanych o inflacj¢ (w tys. zt) od
warto$ci $redniej w pewnej taryfie ubezpieczeniowej przedstawia stacjonarny szereg
czasowy Yy, (liczba obserwacji T=120) na rysunku 5.1. Z kolei, rysunek 5.2 prezentuje
funkcje autokorelacji i autokorelacji czastkowej dla tego szeregu.

Dla tego szeregu oszacowano dwa modele: M1- model ARIMA(1,0,0) i M2- model
ARIMA(0,0,1). Wybrane wyniki sg podane w tabeli 5.1.

Rysunek 5.1

2 3
[

¥
1

0
|

-2 -1
|

0 20 40 60 80 100 120

Time

Rysunek 5.2

ACF PACF

ACF

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 15
Lag Lag

11
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Tabela 5.1
Model M1 — ARIMA(1,0,0) Model M2 — ARIMA(0,0,1)
Series: y Series: y
ARIMA(1,0,0) with zero mean ARIMA(0,0,1) with zero mean
Coefficients: Coefficients:
arl mal
0.6982 0.6059
s.e. 0.0658 s.e. 0.0739

sigma™2 estimated as 1.111:
likelihood=-176.42

AlIC=356.84 AICc=356.94 BIC=362.42
Ljung-Box test

data: Residuals from ARIMA(1,0,0) with
zero mean

Q* =9.5419, df = 9, p-value = 0.3888
Dodatkowe informacje o resztach tego
modelu prezentuje Rys. 5.3

log

WartoS$ci rzeczywiste i reszty dla 4
ostatnich miesigcy:

sigma™2 estimated as 1.367:
likelihood=-188.75

AIC=381.51 AlCc=381.61 BIC=387.08
Ljung-Box test

data: Residuals from ARIMA(0,0,1) with
zero mean

Q* =32.528, df = 9, p-value = 0.0001613
Dodatkowe informacje o resztach tego
modelu prezentuje Rys. 5.4

log

Wartos$ci rzeczywiste i reszty dla 4
ostatnich miesigcy:

t 117 118 119 120 t 117 118 119 120
Vi 1.891| 3.304| 2.043| 2.358 V¢ 1.891| 3.304| 2.043| 2.358
Reszty 1.860| 1.984| -0.264| 0.931 Reszty 2.354| 1.878| 0.905| 1.809
Rysunek 5.3
Residuals from ARIMA(1,0,0) with zero mean
A
]
T - 0 I
A\ 1l bl (\ Il
r\ | ) l / R 1 |1 f
l|‘[’u' ‘N\' ll'! \jI \ "' \‘ ,I“r L .’\ || klr |||&r-" ‘\' M" |‘ 'll']‘ )
';1 ll| | W ;, | (\Jl J Y
4 = N .
LR IRRR L LR ) LI L DR
MLB; _ residuais
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Rysunek 5.4

Residuals from ARIMA(0,0,1) with zero mean

L . N

I|| '% f'f'\f 4w pﬂ W\ ‘l | L | |
L ’\.{'v' W ,I'I‘J L W \'\4“..*.!?"’ | \"‘w ‘
1V '¥ !

___________________________________________

Lag residuals

a) (2p.) Krotko opisz funkcje autokorelacji i autokorelacji czastkowej i ich
przydatnos¢ we wstepnej identyfikacji modelu ARIMA.

b) (2p.) Wskaz, ktory z modeli M1 i M2 jest poprawny w analizowanym przypadku.
Wybdr uzasadnij, powotujagc si¢ na Rys. 5.2 oraz wyniki z Tab. 5.1 (w tym na
rysunki 5.3 i 5.4).

c) (1p.) Wykorzystujac wskazany model wyznacz prognozy miesigcznego
odchyleniay naokresy: T +1, T + 2.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Autokorelacja 1 autokorelacja czastkowa to miary zwigzkéw miedzy biezacymi i1
przesztymi warto$ciami szeregéw okreslajace, ktore przeszte warto$ci szeregdw sa
najbardziej uzyteczne przy przewidywaniu przysztych wartosci.
Funkcja autokorelacji jest miarg korelacji migedzy obserwacjami szeregu czasowego
odlegtymi o k jednostek czasu (y; 1 y¢_x)-
Funkcja autokorelacji czastkowej jest miarg korelacji miedzy obserwacjami szeregu
czasowego odlegtymi o k jednostek czasu (y; i y:_x), po skorygowaniu o obecnos¢
wszystkich pozostatych sktadnikow krotszego opoznienia (Vi—q, Yi—2, o Yik—1)-
Na podstawie wykresow tych funkcji mozna wstepnie okresli¢ rzad procesu autoregres;ji i
sredniej ruchome;.

13
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Odp. b)

Nalezato wskaza¢ model M1 — ARIMA(1,0,0):
— funkcja autokorelacji znika (rys. 5.2),
— funkcja autokorelacji czastkowej r6zni si¢ istotnie od zera dla opdznienia k = 1
(rys. 5.2),
— brak autokorelacji reszt modelu (tab. 5.1 - test Ljung-Boxa i wykres na rysunku
5.3),

— mniejsza warto$¢ kryterium informacyjnego AIC (tab. 5.1).

PrognozanaT + 1 = 121:
yP,, = 0.6982 - 2.358 = 1.646356

PrognozanaT + 1 = 122:
yP, = 0.6982 - 1.646356 = 1.149486

Rozwigzanie:

14
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Zadanie 6.

Rozwazamy wartosci szkoéd z rozktadu lognormalnego. Rysunek 6.1 przedstawia

dystrybuante empiryczng dla logarytmow szkod. Rysunek 6.2 — wykres kwantylowy dla

rozktadu normalnego dla logarytméw szkod. Wiadomo, ze Y7, In(x;) = 14.1 oraz
* L (n(x))? = 21.77.

Rysunek 6.1

o
-

Fr(x)

............

............

Rysunek 6.2

15
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a) (1p.) Korzystajac z dystrybuanty empirycznej wyznacz kwantyle rzedu: 0.90 i
0.95 rozktadu szkod.

b) (1p.) Wyjasnij jakie wartosci sg na osiach przedstawionego na rysunku 6.2
wykresu kwantylowego i zinterpretuj ten wykres w kontekScie rozwazanego
rozktadu lognormalnego.

c) (2p.) W przyblizeniu okres$l parametry narysowanej na rysunku 6.2 linii prostej.
Jak interpretuje si¢ te dwa parametry?

d) (1p.) Oszacuj warto$¢ oczekiwang wysokosci szkod wykorzystujgc parametry
oszacowane na podstawie wykresu kwantylowego oraz metoda najwickszej
wiarogodnosci.

Warto$¢ oczekiwana dla rozktadu lognormalnego: E(X) = ght+050%

Odpowiedzi:
Odp a) .........................................................................................................................
Dystrybuanta empiryczna:

B, (x) =% Z I1(X; < %),

gdzie
1 X; <
I(Xin)z{ » gdy Xi < x
0, gdy X; >«x
Kwantyl rzgdu a:
X, = inf{x €R: E,(x) > a}
Kwantyle dla logarytmow szkod:
Yooo = 1.9

Yo.9s5 = 2.0
Stad kwantyle dla szkdd:

X000 = exp(1.9) = 6.685894,
X005 = exp(2.0) = 7.389056.

Odp. b)

Na osi X sa kwantyle standaryzowanego rozktadu normalnego u :, gdzie i = 1, ...,10,

11
natomiast na osi Y sa uporzadkowane wartosci logarytmow szkéd. Na podstawie wykresu
mozna przyjac, ze logarytmy szkod majg rozklad normalny, czyli szkody podlegaja
rozktadowi lognormalnemu.

Odp. ¢)
Wyraz wolny a = 1.45
Wspotczynnik kierunkowy b:
Przyjmujac, Zze punkty o wspotrzednych (0.8, 1.8) oraz (—0.8, 1.1) leza na prostej,
wspotczynnik kierunkowy jest rowny:
1.8—-1.1

b=—— " =04375
0.8 — (—0.8)

Zatem prosta ma rdéwnanie:
y =145+ 0.4375x
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Jezeli przyjmiemy, ze logarytmy szkod maja rozktad normalny, to warto$¢ oczekiwang i
odchylenie standardowe (dla logarytmow szkoéd) mozna oszacowaé na poziomie
odpowiednio 1.45 i 0.4375.

Odp. d)
Na podstawie wykresu kwantylowego: E(X) = e145+0504375% — 4 691269
Metoda najwickszej wiarygodnosci:

— $rednia dla logarytmoéw szkod: y = % = 1.41

21.77  10-1.412
9 9

~EX) = @141+0.5:0.4581363% _ 4 549168

— odchylenie standardowe: s = = 0.4581363

Rozwigzanie:
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Zadanie 7.
a) (2p.) Zmienna losowa X ma rozktad o dystrybuancie:

X
Fi) = 14 ex’
Prosze poda¢ algorytm symulacji wartosci zmiennej X. Zatozy¢, ze znany jest
sposob symulacji z rozktadu jednostajnego UJ[0,1]. Wyznaczy¢ realizacje
zmiennej X w przypadku wylosowania z U[0, 1] wartosci u = 0.4354.
b) (2p.) Realizacje pewnej dwuwymiarowej kopuli C sa symulowane w nastgpujacy

x € R.

sposob:
— Losujemy niezaleznie dwie liczby u 1 v z rozktadu U|0, 1].
— Obliczmy:
u-\v
w =
1-(1—u) Vv

— Tworzymy wektor (u, w).

Dany jest wektor losowy X = (X;, X), dla ktorego:

— X; marozktad o dystrybuancie podanej w punkcie a),

— X, ma rozktad wyktadniczy z parametrem A = 2 (dystrybuanta rozktadu
wyktadniczego: F(x) = 1 — e ™),

— kopulaCx =C.

Prosze przestawia¢ algorytm symulacji wartosci wektora X. Wykorzystujac ten

algorytm, obliczy¢ realizacje X przy zalozeniu, ze ze zmiennej z U[0, 1]

wylosowano niezaleznie dwie warto$ci u = 0.4354 oraz v = 0.8551.

c) (1p.) Na podstawie dwoch niezaleznie wylosowanych liczb ze standardowego
rozktadu normalnego z; = 0.5500 i z, = —0.3300, prosz¢ wyznaczy¢ realizacje
(symulacj¢) wektora losowego o dwuwymiarowym standardowym rozkladzie
normalnym ze wspolczynnikiem korelacji p = 0.6.

Odpowiedzi:

1. Losujemy z rozktadu jednostajnego U[0, 1] liczbe u.
2. Wyznaczamy warto$¢ F~1(u).

Realizacja:
-1 _ u
F (U,) = IHE
F~1(0.4354) =1 04354 _ 0.2598524
' - 104354
Odp. b)
Algorytm

1. Losujemy wektor (u, w) z kopuli C (w sposdb opisany w punkcie b).
2. Wyznaczamy realizacj¢ (x4, x,) wektora X = (X;, X,) przyjmujac:
_ p-1
x; = Fx, (w),
X, = Fel(w).

18
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Realizacja:
: 0.4354 -1/0.8551
w= Ly = = 0.8424712
1-(1-u)-vv 1-(1-0.4354)-1/0.8551
Fil(w) =1 04354 _ —0.2598524
X W =M 04354 =
In(1—w In(1 — 0.8424712
Flw) = — ( ) _ _In€ ) _ 0.9240735

A 2

Czyli otrzymujemy: (—0.2598524, 0.9240735)

w; = 0.5500
w, = 0.6+ 0.5500 + /1 — 0.62 - (—0.3300) = 0.066

Czyli otrzymujemy wektor: (0.5500, 0.0660)

Rozwigzanie:
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Zadanie 8.

a) (2p) Co to jest funkcja wartosci oczekiwanej nadwyzki (mean excess function;
inne spotykane nazwy tej funkcji: funkcja wartosci oczekiwanej strat
ponadprogowych, $rednia funkcja nadwyzki, funkcja wartosci oczekiwanej
progu)? Podaj jej definicj¢, metode estymacji i zastosowanie.

b) (1p) Podaj przyktad funkcji mean excess function dla wybranego jednego
rozktadu.

c) (2p) Rysunki 8.1 i 8.2 przedstawiajag odpowiednio histogram oraz empiryczng
funkcje¢ warto$ci oczekiwanej nadwyzki dla wysokosci szkdd w pewnym portfelu
ubezpieczen. Na tej podstawie krotko scharakteryzuj rozktad wysokosci szkod.
Wskaz co najmniej dwie wlasnosci tego rozktadu.

Rysunek 8.1 Rysunek 8.2
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Odpowiedzi:
Odp. a)
Niech Y bedzie zmienng losowa taka, ze E(Y) < oo. Funkcja warto$ci oczekiwanej
nadwyzki (mean excess function) e(+) odpowiadajaca Y jest zdefiniowana w nastepujacy
Sposob:
e(w) = EY —ulY >u).

Funkcja ta moze by¢ estymowana na podstawie proby losowej {yi,¥s, ..., Vn} Z

wykorzystaniem nastgpujgcego estymatora:

i=1(yi —w) - 1(y; > 0)
#{yily: > u}

gdzie #{y;|ly; > u} oznacza liczb¢ obserwacji przekraczajacych u, natomiast I(-) -

funkcje indykatorowa.

Funkcje e(u) wykorzystuje sie m.in. do okreslania zachowania rozktadu Y w ogonie,

ustalania warto$ci progowej w analizie POT.

én (u) =

)

Odp. b)

Na przyktad dla zmiennej Y o rozktadzie wyktadniczym z parametrem A funkcja wartosci
. . iy . , 1

oczekiwanej nadwyzki jest rowna: e(u) = E(Y) = T
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Odp. ¢)

Rysunek 8.1 wskazuje na rozktad z silng asymetrig prawostronnag, a rys. 8.2 na rozktad
o ciezkim ogonie. Na podstawie rys. 8.2 mozna takze wskaza¢ warto$¢ progowa réwng
okoto 6000 w analizie POT.

Rozwiazanie:
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Zadanie 9.

W ponizszej tabeli (Tab. 9.1) podano zaobserwowane warto§ci dwuwymiarowej zmiennej
losowej (X, Y):

Tabela 9.1
Nr. X Y
obserwacji
1 19 18
2 18 23
3 17 16
4 16 8
) 14 14
6 12 17

a) (1p.) Oblicz wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona.

b) (1p.) Oblicz wspotczynnik korelacji rang Spearmana.

c) (1p.) Oblicz wspotczynnik korelacji rang Kendalla.

d) (2p.) Wymien wady wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Wspotezynnik korelacji liniowej Pearsona: 0.310535

Odp. b)
Wspotczynnik korelacji rang Spearmana: 0.5428571

Odp. ¢)
Wspotczynnik korelacji rang Kendalla: 0.3333333

Odp. d)
Wady wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona (np.):

— Jest miarg zalezno$ci liniowe].

— Jest miarg zaleznosci w wielowymiarowych rozktadach eliptycznych.

— Brak korelacji liniowej nie oznacza, ze zmienne sg niezalezne.

— Zmienne losowe muszg mie¢ skonczone wariancje, co jest szczegdlnie
niepozadane dla niektérych rozktadow stosowanych w ubezpieczeniach, np.
rozktadu Pareto.

—  Warto$¢ wspotczynnika korelacji nie jest niezmiennicza ze wzgledu na Scisle
monotoniczne przeksztatcenia nieliniowe.

— Przedziat wartosci przyjmowanych przez wspotczynnik korelacji zalezy od
rozktadow brzegowych.

— Korelacja nie oznacza zwigzku przyczynowego.

Rozwiazanie:
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Zadanie 10.

Samochody kierowcow tworzacych portfel ubezpieczen OC pewnego zaktadu
ubezpieczen sg zarejestrowane w 26 obwodach administracyjnych. Przeprowadzono
klasyfikacj¢ (grupowanie) tych obwodow w oparciu 5 cech (zmiennych), ktore zdaniem
aktuariusza maja wplyw na taryfe skladek. Zastosowano dwie metody klasyfikacji:
Warda i k-srednich. Wyniki grupowania przedstawiajg odpowiednio Rys. 10.1 i Rys.
10.2. Z kolei na rysunkach 10.3 i 10.4 przedstawiono wskaznik sylwetkowy (silhouette
index) odpowiednio dla podziatu na trzy grupy metodg Warda i na cztery grupy metoda
k-$rednich.

Rysunek 10.1
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Rysunek 10.3. Metoda Warda
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a) (1p.) Omoéw hierarchiczne i niehierarchiczne metody Klasyfikacji (analizy
skupien).

b) (2p.) Krotko opisz zastosowane w zadaniu metody klasyfikacji. Do jakich grup
wskazanych w punkcie a) sg zaliczane.

c) (1p.) Co to jest wskaznik sylwetkowy (silhouette index) i w jakim celu jest
wykorzystywany?

d) (1p.) Biorac pod uwage podane wyniki grupowania, wskaz, ktora z zastosowanych
metod dala lepsze wyniki. Wybor uzasadnij.

Odpowiedzi:

Odp. a)

Metody hierarchiczne. W procesie klasyfikacji wydziela si¢ stopnie, na ktoérych badane
obiekty taczone sa w grupy (lub sa rozdzielane). W wyniku analizy otrzymuje si¢
hierarchiczng strukture skupien. Jest ona najczesciej prezentowana w formie drzewa
skupien (dendrogramu). Uzyskiwana hierarchia zezwala na dokladne okreslenie jak
wzajemnie usytuowane sga poszczegolne skupienia oraz obiekty zawarte w
wyodrebnionych skupieniach. W odroznieniu od wynikow uzyskiwanych na drodze
stosowania metod niehierarchicznych, otrzymuje si¢ strukture skupien i strukture
obiektow uporzadkowana hierarchicznie, zgodnie z malejacym podobiefistwem lub
rosnacg odlegloscia.

Metody niehierarchiczne . W technikach niehierarchicznych nie uwzglednia si¢ porzadku
tworzenia grup. Obiekty, ktore znalazly si¢ w jednej grupie, niekoniecznie musza
pozostawa¢ razem. Obiekty moga przechodzi¢ z jednej grupy do innej. Metody te maja
przewage nad hierarchicznymi w analizie duzych zbioré6w danych, dla ktorych tworzenie
dendrogramu byloby procesem bardzo ztozonym obliczeniowo.

Odp. b)

Metoda Warda. Nalezy do grupy metod hierarchicznych. Jest to technika aglomeracyjna,
w ktorej poczatkowo kazdy obiekt stanowi osobne skupienie, nastepnie obiekty lezace
najblizej siebie sg taczone w nowe skupienie az do uzyskania jednego skupienia. Do
oszacowania odlegto$ci migdzy skupieniami wykorzystuje podej$cie analizy wariancji.
Zmierza do minimalizacji sumy kwadratéw odchylen wewnatrz skupien.

Metoda k-srednich. Nalezy do grupy metod niehierarchicznych. Grupowanie polega na
podziale zbioru danych na z gory ustalone k skupien. Optymalna liczba skupien moze
zosta¢ dopasowana po kilkukrotnym losowaniu probki i tworzeniu na jej podstawie
modelu. Kolejnym krokiem w analizie jest przenoszenie obiektow pomigdzy stworzonymi
grupami tak, aby zminimalizowa¢ wariancj¢ pomi¢dzy obiektami wewnatrz skupien oraz
zmaksymalizowa¢ odleglo$¢ pomiedzy skupieniami.
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Odp. ¢)

Wskaznik sylwetkowy (silhouette index) stuzy do oceny rezultatow uzyskanej
klasyfikacji w oparciu o informacje pochodzace z samego analizowanego zbioru. Jest
definiowany dla kazdego klasyfikowanego obiektu i w nastgpujacy sposob:

b)) —a@®
1= max(a(i), b(i))
gdzie a(i) to $rednia odleglo$¢ pomiedzy obiektem ia pozostaltymi w tym samym
skupieniu, natomiast b(i) to srednia odlegtos¢ obiektu i od najblizszego skupienia (do
ktorego I nie nalezy). Miara ta przyjmuje wartosci od -1 do 1. Obiekty, dla ktorych s; jest

bliskie 1 sa poprawnie sklasyfikowane, jesli s; jest bliskie 0 obiekt lezy na granicy
skupien, jesli natomiast s; jest ujemne obiekt znajduje si¢ w ztym skupieniu.

Srednia warto$é tego wskaznik dla obiektow z danego skupienia k (5;), wskazuje jak
dobrze obiekty sa przydzielone do tego skupienia. Natomiast srednia warto$¢ dla
wszystkich klasyfikowanych obiektow stuzy jako miara jako$ci otrzymanej struktury
grupoweyj.

Odp. d)

Mozna byto wskaza¢ metode Warda lub k-§rednich. Za pierwsza przemawia
homogeniczno$¢ skupisk (grup) a doktadniej brak Zle sklasyfikowanych obiektow, za
druga, wyzsza warto$¢ wskaznika sylwetkowego.

Rozwigzanie:
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