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Sesja egzaminacyjna w dniu 4 marca 2019r.
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Prawdopodobieristwo i statystyka 04.03.2019

Zadanie 1.

Niech X}, X5, ...,X,,n > 4 bgda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktad-
niczym o gestosci
Be % dlax>0,
fx) =
0 W p.p.

z nieznanym parametrem 6 > 0. Obserwujemy wartosci

2 :
Y, = §Xi , i=1,...;n

n

(gdzie | x| oznacza najwigkszg liczbe catkowita m taka, ze m < x). Oznaczmy S = Z Y.
i=1

Estymator najwigkszej wiarogodno$ci parametru 6 oparty na obserwacjach Yi,...,Y;,

podany jest wzorem:
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Zadanie 2.

Wektor losowy (X,Y) ma faczny rozktad

2(x+y) dlad0<y<x<]1,
flxy) =
0 W p.p.

1
Niech M =Y — X oraz N = 6X —3Y. Ile wynosi E(N|M = —5) ?

(A) 3

(B) 4
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Zadanie 3.

Wybieramy z kota jednostkowego dwa punkty P; = (X;,Y;) oraz P, = (X, X, ) w nastepu-
jacy sposéb:

Xi =Rjcos(61), Xo=Rpcos(6),

Y] :Rlsin(el), Y, =R28in(92),

gdzie Ry, R, s niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym U(0, 1),

a 01, 0, sa niezaleznymi (réwniez od R i Rp) zmiennymi losowymi o rozk}adzie jednostajnym
U(0,2m).

Niech D(P;, P) oznacza kwadrat odlegtosci miedzy tymi punktami, tzn.

D(Py,P,) = (X; — X2)* + (Y1 — 12)*. lle wynosi wartosé oczekiwana E [D(P}, P,)]?
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(E) Zadne z powyzszych
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Zadanie 4.

Mamy dwie urny, A i B. Poczatkowo w urnie A znajduja si¢ 3 czare kule, a w urnie B
znajduja si¢ 4 biale kule. Losujemy po jednej kuli z obu urn - po czym je zamieniamy
(kule wylosowang z urny A wkladamy do urny B, a ta wylosowana z urny B wktadamy
do urny A). Ile wynosi granica (gdy n — o) prawdopodobieristwa zdarzenia, ze w n-
tym kroku obie wylosowane kule sg tego samego koloru?

A)
(B)

© ==

(E) Zadne z powyzszych
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Zadanie 5.
Niech X1, ...,X,,n > 4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie o gestosci
)
7(x) = 2x¢™, x>0 '
0 w przeciwnym przypadku,

Niech F' oznacza dystrybuante zmiennej losowej o gestosci f. Zdefiniujmy

My, =n1ax( X1, . .5 Xn)s
t
Ile wynosi Pr (M,, <F~1 (1 - ~>> dla ustalonego t € (0,n) ?
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(E) Zadne z powyzszych
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Zadanie 6.

Niech Xj,...,X,,n > 4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyk}ad-
niczym o §redniej 1, tj. o gestosci f(x) = e ¥, x > 0. Zdefiniujmy

R =max(X,...,X,;) — min(Xy,...,X,).

Ile wynosi warto$¢ oczekiwana ER ?
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(B) Zadne z powyzszych
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Zadanie 7.

Wektor (X,Y) ma dwuwymiarowy rozktad normalny N(u,X) ze srednig = (0,0.5) i

macierzg kowariancji
Z (11
- \1 4 )

Zdefiniujmy zmienne losowe: U = ¢X oraz V = e . Ile wynosi Cov(U,V)?

(A) &
(B) &
(C) &*—¢?
(D) &*—¢°

(E) Zadne z powyzszych
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Zadanie 8.

Zmienna losowa X przyjmuje wartosci 1,2,3. Wiadomo, ze Pr(X = 1) = 1/4. Niech
Xi,...,Xn,n > 3 bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie co
X. Zdefiniujmy

Y1=|{k: X =i}, i=1,2,3
(fj. ¥ moéwi o tym, ile razy pojawila sig¢ liczba i wsréd n eksperymentéw).

1
Wiadomo, ze Cov(Y) + Y2, Y2 +Y3) = e Ile wynosi EX?

(A) 2
17

B) <
0

[am—y
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(E) Zadne z powyzszych
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Zadanie 9.

Zmienna losowa o rozktadzie Pareto(m, &) (gdzie m > 0, ¢ > 1) ma gestosé

am®
g(x) _ W X >m,

0, w przeciwnym przypadku,

Zmienne losowe X, ...,X,,n > 3 sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
1
jednostajnym U (0,0),0 > 0, tj. o gestosci f(x) = r dlax € (0, 0). Zat6zmy, ze rozklad

a priori parametru 6 ma rozktad Pareto(m, @). Ile wynosi E(6), gdzie 0 jest rozktadem
a posteriori — pod warunkiem, iz zaobserwowano X; = x; >0,...,X,, =x, >0?

m+o
————max(m, max (x;))
n+o—1 ie{l,....n}

(A)

+ o
ikt max (x;)

B ——M
B) 2(m+oc— 1) i€{l,...,n}

(04
© BT max  (x;)
m+ o —1ie{1,...n}

n+o
D) ———— max(m, max ;
D) n+o-—1 S ie{l,...,n}(xl))

(E) Zadne z powyzszych
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Zadanie 10.

Rozpatrzmy nastgpujacy algorytm:
[U(0,1) oznacza rozktad jednostajny na odcinku (0,1), wszystkie symulacje U;, U, sa
niezalezne, | x| oznacza najwigksza liczbe catkowita m taka, ze m < x].

In(U
1. Wysymuluj Uy ~ U(0,1) i podstaw ¥ = [_ Ef(zl))J '

2Y+l

2. Wysymuluj U ~ U(0,1). Jesli U, < to zwr6é X :=Y, KONIEC,

4Y'!

w przeciwnym przypadku IDZ DO LINII |.

Jaki rozktad ma wynik dziatania algorytmu, tj. zmienna X?

Oznaczenia (dla p € (0,1) oraz A > 0):
e X ~ GeoO(p) oznacza rozktad Pr(X = k) = (1—p)*p, k=0,1,...

e X ~ Geol(p) oznaczarozktad Pr(X = k) = (1—p)*"'p, k=1,2,...

Ak
o X ~ Pois(1) oznacza rozklad Pr(X =k) = “—¢=*, k=0,1...

k!
(A) X ~ GeoO <411,)
(B) X ~ Pois(4)
(©C) X ~ Geol (%)

(D) X ~ Pois(1)

(E) Zadne z powyzszych

10.
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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